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Vorwort. 


Das Buch, welches wir hiermit den Freunden der mathe- 
matischen Geschichtsforschung vorlegen, bedarf zu seiner Ein- 
führung wohl nur weniger Begleitworte. Jedermann weiss, wie 
schwierig es unter den obwaltenden Verhältnissen ist, grössere 
monographische Arbeiten in der periodischen Presse zu publi- 
ziren, und wenn auch unsere Spezialdisziplin in Fürst Bon- 
compagni's Bulletin eine vortreffliche Zeitschrift besitzt, so 
werden doch jene Schwierigkeiten nicht völlig gehoben, denn 
gewiss ist es an sich wünschenswerth, eine wissenschaftliche 
Abhandlung nicht in einem fremden sprachlichen Gewande er- 
scheinen zu sehen. Sosah sich denn der Verf. veranlasst, eine 
Reihe von Monographieen, deren Stoff, zum grösseren Theile 
der reinen zum kleineren der angewandten Mathematik an- 
gehörig, im Verlaufe mehrjähriger Studien sich angesammelt 
hatte, zu einem Ganzen zusammenzufassen und in Gestalt eines 
Sammelwerkes vor das grössere Publikum zu bringen. 

Ebensowenig brauchen wir uns über den Charakter der 
einzelnen Arbeiten eingehender auszulassen; sie müssen viel- 
mehr für sich selbst sprechen. Man hat es hier mit Bruchstücken 
zu thun, mit Bruchstücken aber, die bereits soweit zugerichtet 
sind, um von dem Baumeister, welcher dereinst das Riesenwerk 
einer wirklichen Geschichte der Mathematik, resp. der induk- 
tiven Wissenschaften, in Angriff zu nehmen gedenkt, einfach 
an ibrem Platze verwendet zu werden. Ueber den Werth solcher 
historischen Detail-Darstellungen wurde bereits bei einer früheren 
Gelegenheit (Vorrede zur Habilitationsschrift, Erlangen 1875) 
das Nöthige gesagt, und es hat sich bisher kein Grund ergeben, 
die dort präzisirte Anschauung zu modifiziren, 

\ 


VI Vorwort. 


Nur Ein Punkt sei kurz hervorgehoben. Es ı1st in neuester 
Zeit mehrfach behauptet worden, die Entwickelung historischer 
Fakta habe sich streng innerhalb gewisser stylistischer Grenzen 
zu halten, es sei ein ununterbrochener Gang fortlaufender Er- 
zählung geboten, und vor Allem habe sich der Autor des Ge- 
brauchs der spezifisch-mathematischen Zeichensprache zu ent- 
halten; als Prototyp dieser Auffassung pflegt man das in vielen 
Beziehungen allerdings klassisch zu nennende Werk Dühring’s 
zu zitiren. Unleugbar liegt hierin viel Wahres; wolle man aber 
andererseits auch nicht vergessen, dass bei solchen Arbeiten nicht 
lediglich auf vollkommen künstlerische Abrundung gesehen wer- 
den darf — der höchste Zweck muss immer die Erzielung eines 
möglichst raschen und tiefgehenden Verständnisses beim Leser 
bleiben. Und da nun einmal die Mathematik in ihren Formeln 
eine unübertrefflich klare Zeichensprache besitzt, weshalb sich 
ihrer ohne Noth aus allzuweit getriebenen ästhetischen Rück- 
sichten entschlagen? So ward denn hier von den Hülfsmitteln 
der Buchstabenrechnung umfassender Gebrauch gemacht. Auch 
darin haben wir vielleicht gegen die moderne Observanz ver- 
stossen, dass wir so oft möglich die geschichtlichen Personen 
selbst redend eingeführt haben, während man gegenwärtig die 
Paraphrase vorzuziehen scheint. Allein hier liegt der Ton auf 
den Thatsachen; eine Quellen-Untersuchung sollte geliefert wer- 
den, und gewiss dringt man in den wahren Geist des historisch 
Gewordenen solchergestalt am Besten ein. 

Von den in der Annonce der Verlagshandlung in Aussicht 
gestellten Bestandtheilen des Buches musste der eine unterdrückt 
werden. Das vorletzte Kapitel sollte eine zusammenhängende 
Darstellung der arabischen Optik bilden, allein bei genauer Durch- 
sicht des vorhandenen Materiales zeigte es sich, dass eine Durch- 
führung des Planes den ohnehin weit über das projektirte Mass 
fortgeschrittenen Umfang des Werkes allzusehr erweitert haben 
würde. Wir behalten uns die Bearbeitung dieses Themas für 
eine spätere Spezialschrift vor. 

Zum Schluss bleibt dem Verf. noch die angenehme Pflicht, 
den Männern, welche ihn durch gelegentliche Winke bei seinem 
Unternehmen unterstützten, den Herren Boncompagni, Nar- 
ducci, Cantor, Curtze, Poggendorff, Steinschneider, 
Öfterdinger und Bernhard, seinen herzlichen Dank auszu- 
sprechen und seinen Versuch ihrer gütigen Einsichtnahme zu 
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empfehlen. Mehrere werthvolle Mittheilungen verdankt derselbe 
der freundschaftlichen Theilnahme des leider so früh dahin- 
geschiedenen Friedlein; bei dem philologischen Bruchstück 
des vierten Abschnittes hat ihm Herr Dr. Schepss zu Ansbach 
in dankenswerther Weise seinen Beistand gewährt. 

Möge das Werkchen zur Belebung mathematisch-historischen 
Sinnes in unserem Vaterlande seinen bescheidenen Beitrag leisten. 


München, im Dezember 1875. 


Dr. S. Günther. 
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Kapitel 1. 


Die geschichtliche Entwickelung der Lehre von den Stern- 
polygonen und Sternpolyedern in der Neuzeit. 


8.1. Obschon wir im Folgenden nur die Errungenschaften 
im Auge haben, welche die Theorie der sternförmigen Gebilde 
in Ebene und Raum im Zeitraum der letzten dreihundert Jahre 
gemacht hat, so müssen wir doch, um einen passenden Anschluss 
zu erhalten, mit einigen Worten die frühere Geschichte der- 
selben berühren, indem wir uns dabei auf eine bereits vor län- 
gerer Zeit publizirte Abhandlung beziehen!). 

Das erste Auftreten der Sternfiguren lässt sich zurückführen 
auf Pythagoras und seine Schule, welche das sogenannte 
regelmässige Sternfünfeck (zevraApe) als Erkennungszeichen 
anwandte. Von einer eigentlichen Theorie der Sternpolygone 
konnte in jener Zeit noch nicht die Rede sein; ja es muss 
sogar sehr zweifelhaft erscheinen, ob Pythagoras überhaupt 
die nöthigen Kenntnisse zur geometrisch richtigen Verzeich- 
nung einer solchen Figur besessen habe?). Diese Ansicht theilt 
auch Hankel?), wenn er sagt: „Wie weit die Pythagoriker 
in diese Theorie eingedrungen sind, namentlich ob sie die 
geometrische Konstruktion des Fünfecks und des Pentagon- 
dodekaäders gekannt haben, lässt sich nicht mit Sicherheit er- 





1) Günther- Sparagna, Lo sviluppo storico della teoria dei poligonv 
stellati nell’ antichita e nel medio evo, Bullet. di bibliogr. e di storia delle 
scienze matem. e fis. Tomo VI. S. 313 ft. 2). Ibid.. 3. 321 3) Hankel, 
Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittelalter, Leipzig 
1874. S. 95. 
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mitteln‘“*). Nachdem dann aus naheliegenden Gründen die 
griechische Mathematik die Existenz dieser Gebilde einfach 
ignorirt hatte, erscheinen dieselben zum erstenmale wieder in 
der so viel bestrittenen Geometrie des Boethius‘). Im Mittel- 
alter bemächtigt sich die Magie und Mystik der Sternfiguren’) 
jedoch finden wir auch einzelne reelle Fortschritte, wie das 
von Cantor°®) in einem Manuskript der Berner Bibliothek 
aufgefundene Sternachteck. 

Würde sich eine von uns?) geäusserte Meinung bewahr- 
heiten, so müsste allerdings dem Mittelalter eine höchst wesent- 
liche Bereicherung nicht nur der Lehre von den Sternfiguren, 
sondern der Geometrie überhaupt, zugeschrieben werden. Der 
englische Mönch Atelhart übersetzte im 12. Jahrhundert die 
Elemente des Euelid aus dem Arabischen, und von dieser 
Uebersetzung besitzt die Stadtbibliothek zu Nürnberg eine Ab- 
schrift, welche der um das Studium der Griechen so hoch ver- 
diente Regiomontanus selbst besorgt hat. In diesem Manu- 
skripte, dessen nähere Beschreibung und Charakterisirung wir 
in jener Untersuchung!®) mitgetheilt haben, finden sich Betrach- 
tungen über die Sternpolygone, welche sich nicht mit einfacher 
Aufzählung der am meisten in die Augen fallenden Formen 
begnügen, sondern bereits den Keim zu einer wirklichen Theorie 
in sich bergen. Wir glaubten diese Einschaltung für Atel- 
hart selbstin Anspruch nehmen zu müssen, und auch Cantor!!) 
war geneigt, dem beizustimmen. Wir dürfen aber auf der 





*) Es erscheint nicht ohne Interesse, dass Hankel?) auch die in der 
angeführten Arbeit) ausgesprochene Vermuthung, wie wohl Pythagoras 
zur Erfindung seines berühmten Lehrsatzes gekommen sei, in ganz der- 
selben Weise formulirt, so dass bei der völligen Unabhängigkeit beider 
Arbeiten eine höhere Wahrscheinlichkeit für die Richtigkeit der Hypothese 
resultirt. Dieselbe besteht darin, dass Pythagoras zuerst an dem allen 
Kulturvölkern gleichmässig bekannten Dreieck mit den Seiten 3, 4, 5 die 
Wahrheit in einem speziellen Falle erkannte, durch das gleichschenklig 
rechtwinklige Dreieck prüfte und sich so induktorisch zur Erkenntniss des 
Richtigen erhob. 





4) Ibid. S. 98. 5) Günther, S. 319. 6) Ibid. 8. 324 ff. 7) Ibid. 
8. 829 ff, 8) Cantor, Mathematische Beiträge zum Culturleben der 
Völker, Halle 1863. 8. 195. 9) Günther, 8. 332. 10) Ibid. S. 333 ff. 
11) Cantor, Recension zu: Alexander Ziegler, Regiomontanus, ein geistiger 
Vorläufer des Copernicus, Zeitschr, f. Math. u. Phys. 19. Jahrg. Literatur- 
zeit. S, 47, 
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anderen Seite nicht verschweigen, dass Uurtze*), einer der 
gsenauesten Kenner mittelalterlicher Mathematik, diese Ansicht 
nicht theilt, sondern, nach gründlichem Studium der betreffenden 
Handschrift, in Regiomontan selbst den unbekannten Com- 
mentator erkennen will. Von sonstigen Autoren jener Periode, 
welche sich ausdrücklich mit den Sternpolygonen beschäftigen, 
sind Campanus!?) und Bradwardin!?) zu nennen. 

Auf einen früher nur oberflächlich berührten Punkt möchten 
wir hier noch etwas ausführlicher zurückkommen. Der Umstand, 
dass abendländische Schriftsteller, deren eigene mathematische 
Initiative ihren sonstigen Leistungen nach als verschwindend 
klein betrachtet werden muss, trotzdem sich mit Gebilden ver- 
traut zeigen, von welchen die griechischen Vorbilder gar nichts 
wissen, hatte es uns wahrscheinlich erscheinen lassen, dass 
hier spanisch-maurische Einflüsse mit im Spiele sein müssten !®). 
Auch Cantor'?) wirft ähnliche Fragen auf, um durch deren 
Beantwortung Klarheit über das Verhältniss zwischen Cam- 
panus und Atelhart zu erhalten. „Hat Campanus“ — 
fragt er — „ein Exemplar jener Uebersetzung ohne Commentar 
benutzt, hat er nur allgemeine Kenntnisse von Atelhart’schen, 
vielleicht auch von arabischen Forschungen über Sternvielecke 
und über die Stelle, an welche man sie einzufügen pflegte, 
besessen und hat davon ebendaselbst Notiz genommen? Oder 
endlich, hat Campanus selbst aus dem Arabischen übersetzt 
und dort bereits jene erläuternden Zusätze gefunden, von denen 
er aufnahm, was er verstand und was weniger war, als Atel- 
hart verstanden hatte?‘ Es musste nur bedenklich erscheinen, 
dass die jetzt immerhin bereits in grosser Ausdehnung uns 
bekannt gewordene mathematische Literatur der Araber keine 
bestimmten Anhaltspunkte an die Hand geben zu wollen schien. 
Aus den neuesten Studien Curtze’s*) geht jedoch mit Evidenz 
hervor, dass wenigstens ein bestimmtes Sternvieleck den Ara- 
bern bereits bekannt war, und hiemit dürften die verschiedenen 
aufgeworfenen Fragen wohl zum grössten Theile ihre Erledi- 
gung gefunden haben. 

Wir glauben zur Entscheidung dieser Streitfragen eben- 


*) Briefliche Bemerkung von Herrn M. Curtze. 


12) Günther, S. 338. 13) Ibid. S. 339. 14) Ibid. S. 333. 15) Cantor, 
a. 2. 0. 8. 47 f. 
1* 
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falls einen wenn auch nur kleinen Beitrag liefern zu können, 
indem wir uns auf eine Stelle in einem allerdings den letzten 
Ausläufern der arabischen Kulturperiode angehörigen Schrift- 
steller, in Behaäddin, beziehen. Derselbe giebt eine kurze 
Uebersicht über die am gewöhnlichsten in der Praxis vorkom- 
menden ebenen Figuren und fährt dann fort!®): „Manchmal 
bekommen auch einige besondere Namen, als Treppenfigur, 
Trommelfigur, Spitzenfigur“. Nähere Auskunft über diese Be- 
zeichnungen wird im Texte nicht gegeben, wohl aber enthält 
eine solche der Kommentar; die daselbst geschilderte Figur ist 
Fig. 1. wiedergegeben, nur sind im Original die hier punktirten 
Strecken leer gelassen. Ziehen wir dieselben aus, so erhellt 
folgendes: 

Die Araber kannten das reguläre Sternzehneck unter dem 
Namen der Spitzenfigur. 

Werfen wir nun noch zum 
Schlusse dieser Einleitung einen 
Blick auf den materiellen Inhalt 
des uns hier beschäftigenden geo- 
metrischen Spezialkapitels, wie er 
sich bis zum Ende des 15. Jahr- 
hunderts herausgebildet hatte. In- 
dem wir das rein Gestaltliche 
vorausnehmen, müssen wir sagen: 

Man kannte um 1500 von Stern- 
figuren das sternförmige Fünfeck, 

Fig. ı. die beiden Siebenecke, das Achteck 

und Neuneck, während zugleich un- 

richtigerweise auch ein Sternsechseck aufgezählt wurde, dem jedoch, 

aus zwei getrennlen gleichseitigen Dreiecken bestehend, gerade die 

charakteristische Eigenschaft der Sternpolygone, sich in Einem Zuge 
beschreiben zu lassen, abgieng. 

Vom theoretischen Standpunkte aus würde das Resume so 
lauten müssen: 

Man hatle angefangen, allgemeine Untersuchungen über die 
Winkelsumme der Sternpolygone anzustellen und besass eine induc- 
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16) Nesselmann, Essenz der Rechenkunst von Mohammed Beha-eddin 
ben Alhossain aus Amul, arabisch und deutsch herausgegeben, Berlin 1843, 
S, ‚76. 
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live Kenntniss der wichtigen Thatsache, dass .in jedem Sternpolygon 
der höchsten Art diese Summe den constanten Werth 180° be- 
hauptel, ungerade Eckenzahl vorausgeselzt. 

$S. 2. Der erste Mathematiker der beginnenden Neuzeit, 
welcher der Sternpolygone Erwähnung thut, ist Lucas deBurgo 
Sancti Sepulchri'”). Er begnügt sich jedoch mit der Re- 
produktion einiger Angaben des Campanus. Von ungleich 
srösserer Bedeutung ist für uns der Name des französischen 
Mathematikers Charles de Bouvelles (Carolus Bovillus) 
1470—1553. Dieser Gelehrte wird gewöhnlich als einer der- 
jenigen genannt, welche einen neuen fruchtbringenden Gedanken 
in die Lehre von der Kreisquadratur hineinwarfen. Bekanntlich 
hatte man, wenn auch mit Unrecht, bereits beim Kardinal 
Nicolaus v. Cusa die erste Idee der Cykloide zu finden ge- 
glaubt!®), und auch dem Bouvelles!?) werden ähnliche Be- 
strebungen zugeschrieben. Obgleich auch dies nicht zutrifft — 
Bouvelles denkt sich allerdings einen Kreis auf einer Geraden 
fortgewälzt, ohne jedoch sein Augenmerk auf einen bestimmten 
Punkt der Peripherie zu richten —, so ist ‘doch so viel sicher, 
dass dieser Mathematiker ein Mann von Scharfsinn war und 
in seinen zahlreichen Werken genügende Proben hiervon gab, 
wie wir dies auch in dem für uns wichtigen Falle erkennen werden. 

Die geometrischen Schriften des Bouvelles sind in ver- 
schiedenen Ausgaben vorhanden, welche in den auf die Stern- 
vielecke bezüglichen Stellen kleine Abweichungen aufzuweisen 
haben. Wir betrachten zunächst die französische Ausgabe 
vom Jahre 1542?%) und geben den bezüglichen Abschnitt hier 
wörtlich wieder?!). 

„Si on produit les lignes dung pentagone dägle en angle, on 
/era au mylieu ung petit penlagone contrepose au plus grand. 


17) Euchdis opera a Campano interprete fidissime translata. Lucas 
Paciolus, theologus insignis, altissima mathematicarum disciplinarum 
scientia rarissimus judicio castigatissimo detersit, Venetiis 1509. 18) Kästner, 
Geschichte der Mathematik, 1. Band, Göttingen 1796. S. 406. Chasles, 
Geschichte der Geometrie, hauptsächlich mit Bezug auf die neueren Me- 
thoden, deutsch v. Sohnke, Halle 1839. S. 623. 19) Wallis, Letter con- 
cerning the Cycloid known to Card. Cusanus about the year 1450 and to 
Carolus Bovillus about the year 1500, Philos. Transact. 1671. 20) Livre 
singulier et utile, touchant Vart et practique de Geometrie, nowvellement 
en Francoys, par maitre Charles de Bowvelles, Ohanoyne de Noyon, Paris 
1542. 21) Ibid. Blatt 22. 
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Si on produit oultre lous les costez dung vray 'pentagone: ülz 
viendront a concurrence, et fairont le pentagoneisaillant ou egredient. 
Comme il appt p ce pelagone ABCDE, duquel tous les costez 
p duiltz oulire font le pentagone saillant ou egredient FGHIK, 
ayant cing angles sur les cing costez, et hors du penta he: inte- 
rieur ABCDE (Fig. 2.). 
£ Tous les cing angles de chascun pentagone 
salllant ou egredient, valent autät que deux angles 
B/ \C _g droictz, et non plus. 
Cecy se peult facilemet veoir a loeil, et prouver 
ö en la pcedete figure, car tous les cing angles du 
K 7 pentagone uniforme ABCDE, valent autant que 
Fig. 2. : a ; 
six angles droiciz, el chascun des dictz angles 
par linlerieur penlagone saillant ou egredient est divise en Lrois 
esgallemen!. Parquoy les quinze petits angles valent precisement 
A six angles droictz, el le penlagone saillant ou 
„TS egredient, de ces quinze non compret que cing. 
je # Par quoy les dictz cing angles saillans ou egre- 
diens, ne valeni que deux angles droiciz: Car 
deux font les tiers de six comme cing font le liers 
de quinze“‘ (Fig. 3.). 
Der Gedankengang ist also dieser: Der 
Innenwinkel eines gewöhnlichen regelmässigen Fünfecks sei «, 
der des sternförmigen ß, so ist 





E 





D 
Fig. 3. 
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Nunmehr wendet sich Bouvelles zu jenem uneigentlichen 
Sternpolygon, dessen wir oben bereits gedachten, zum Stern- 
sechseck, Der betreffende Abschnitt beginnt??) mit den Worten: 

„De lhexagone egredient. 
Si on prolonge droictement les costez de toul hexagone regulier, 
on fera lhexagone egredient.“ 

Ohne uns auf die Erläuterungen einzulassen, begnügen 
wir uns, die über diese Figuren handelnden Theoreme hier 
wiederzugeben. 





22) Ibid. Bl, 25. 
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„Les six angles de lhexagone egredient, valent aulan! que 
quatre angles droictz. 

Tout hexagone egredient est faict el compose de deux isopleures 
esgaulx, et contreposez dont lung divise les costez de laultre en trois. 

Tout hexagone egredient, est double son hexagone regulier.‘“ 

Von ungleich grösserer Bedeutung ist die nun folgende 
Theorie der regelmässigen Sternsiebenecke?°?). 

„De Iheplagone regulier, par le 
prolongement des costez, survient lhep- 
lagone saillant ou egredient. 

Comme il appert au present hexa- 
gone*), lequel sur le regulier et in- 
terieur ABCDEFG#% adiouste sept 
angles saillans hors et esgaulx lug a 
laultre: des quelz si on produit les 
lignes droites passans par le centre 

de Iheptagone, elles iront cheoir sur 
les angles opposites du dict heptagone 
interieur el regulier, et chascune 
partira tout le dict heptagone en deux parties esgalles, comme il 
appert par la presente figure“ (Fig. 4.). 

„se on prolonge les costez de Iheptagone saillant ou il sur- 
viendra ung aultreheptagone moult 
plus egredient que-Je premier. 

Comme on veoit en la pre- 
sente figure, en laquelle au lour 
du premier heptagone y ha double 
heptagone saillant ou egrediet, 
lung est ABODEFG, laultre 
HIKLMNO, qui est moult plus 
egredient, et hors sailant que le 
premier, ayanı aussi les sept an- 
gles plus aguz, et toutes les saillez 
sont esgalles et cöprinses dedens 
ung cercle, qui le vouldroit a len- 
tour figurer“‘ (Fig. 5.). 




















*) Offenbarer Druckfehler anstatt „heptagone“. 


23) .Ibid. Bl. 27. 
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„Tous les sept angles exterieurs du dernier et plus long hep- 
tagone saillant, ne valent que deux angles droictz. Comme les 
cing angles de tous pentagones egrediens, ne valent que deux angles 
droictz: aussi tous les sept angles exterieurs du dernier et plus 
saillant heptagone ne valent que deux angles.droiciz. Sept valet 
döc aultant que cing. Car nous avons dit dessus, que pour faire 
un vray pentagone, Ü fault diviser langle droit en cing, pour 
irouver langle du pentagone. Aussi pour obtenir et faire langle 
de Iheptagone, il fault diviser langle droict en sept. Par quoy 
aux pentagones et heptagones saillans, se fault reigler par cing et 
par sept angles saillans, qui tous ensemble ne vaudront que deu& 
angles droictz.“‘ 

Bouvelles ahnt hier ebenfalls, wie Man sieht, die Wahr- 
heit und Allgemeingültigkeit einer Thatsache, die in seiner 
Terminologie so auszusprechen sein würde: 

Bei all den regelmässigen Sternviel- 
ecken von ungerader Seitenzahl, deren 
Innenwinkel am meisten von denen des pri- 
mären (uniformen) Vielecks der Grösse 
nach abweichen (egredient), beträgt die 
Summe der ersteren stets zwei Rechte. 

Dass Bouvelles stets nur regel- 
mässige Sternvielecke in’s Auge: fasst, 
kann nicht befremden, da diese Be- 
schränkung sich auch noch-in weit spä- 
terer Zeit findet und erst von dem deutschen Mathematiker 
Meister definitiv aufgehoben wurde. 

Die lateinische Ausgabe der Geometrie des Bouvelles?%) 
fügt zu dem Vorstehenden einiges Neue hinzu. Bemerkens- 
werth erscheint schon der Umstand, dass bereits bei einer 
früheren Angelegenheit der Autor ganz zufällig auf ein nicht 
regelmässiges Sternpolygon kommt. Er halbirt nämlich die 
Seiten eines Quadrates AB CD (Fig.6.) in den Punkten Z, F, @, H 
und verbindet jeden Halbirungspunkt mit den beiden Gegen- 
punkten, so dass er ein verschobenes Sternachteck AEDHOGBF 
erhält. Indess werden aus dieser Konstruktion keine weiteren 
Folgerungen gezogen?°). 





Fig. 6, 


24) Caroli Bovilli Samarobrini Geometricum opus duobus libris com- 
prehensum, Lutetiae 1557. 25) Ibid. Bl, 33. 
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Die eigentliche Theorie der Sternvielecke ist folgende®®): 

„De Pentagono egrediente. Cujusvis regularis Pentagoni la- 
tera, quantumlibet forinsecus producta, egredientem Pentagonum 
circa iÜllum conficiunt. 

Angulus interior uniformis Pentagoni, ad angulum Pentagoni 
egredientis, est triplus. 

Omnes quinque anguli egredientis H )2 
Pentagoni, sunt tantum duobus rectis 
angulis aequales. 

Axis, sive cathetus egredietis Penta- 
goni est duplus ad uxem Pentagoni unifor- 
mis (Kig:'7.). 

„Si super basim unformis Penta- 
goni, duae reciae ad illius verticem ex- 
tendantur, hae triangulum intra Penla- 
gonum conficient: cujus singuli ad basim 
anguli, ad angulü verticis erunt dupli.“ 

Die nun sich anschliessende Beschreibung von Sieben- und 
Sechseck bietet uns nichts Neues, wohl aber ist dies der Fall 
mit dem Achteck, welches in dem französisch GR 
geschriebenen Werke sich nicht findet. Die 
hauptsächlichsten sich auf dasselbe beziehen- €. 
den Sätze sind diese”): 

„In omni Octogono, productis forinsecus 2 
duobus, et duobus ejus lateribus uno distantibus, 
fit circa eum egredientium angulorum Octlogonus, 
que primö egrediente vocamus“ (Fig. 8.). 

„Omnes citeriores anguli primö egredientis Octogoni sunt recti. 

Protensis omnibus primöo egredientis Octogoni lateribus, fiel 
circa eundem alius egredientium angulorum Octogo- 
nus, longe priore amplior, et aculiorum angulorum‘“ 
(Fig. 9.). 

Der Mangel formeller Anschauung, welchen 
wir bereits bei Gelegenheit des sogenannten 
Sternsechseckes zu rügen hatten, tritt hier aufs 
neue zu lage, denn von sternförmigen Achtecken 
kann es nur eine einzige Art geben, die hier angeführte zweite, 
Die Ursache solcher fehlerhaften Klassifikation liegt offenbar 














BT, 
ANA 
Fig. 8. 





Fig. 9. 


26) Ibid. Bl. 45. 27) Ibid. Bl. 58, 
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darin, dass man die verschiedenen Polygone nicht unmittelbar 
aus dem Kreise, sondern jedes Vieleck einer nächst höheren 
Ordnung aus dem der unmittelbar vorhergehenden abzuleiten 
suchte. 

Auch in die „Margarita philosophica‘“ des Gregorius 
Reisch sind, wie Chasles?®) angiebt, einige Definitionen des 
Bouvelles übergegangen. Dieselben sind ihrer Kürze halber 
bemerkenswerth, sie sind ungleich prägnanter, als die oben 
angeführten. So heisst es ganz bezeichnend ””)z ‚„Pentagonus 
uniformis dicitur, cujus latera non se muluo inlercidunt. Egrediens 
vero, cum ejus latera se invicem secant“. 

S. 3. Ein recht anschauliches Bild der Schwierigkeiten, 
welche den Geometern jener Epoche die direkte Anschauung 
der sternförmigen Vielecke darbot, gewährt uns ein Lehrbuch 
der Perspektive, von dem auch Uhasles °®) spricht. „Man 
findet“ — sagt derselbe — ‚in der Perspektive des Daniel 
Barbaro das sternförmige Fünfeck, Sechseck nnd die beiden 
Siebenecke. Aber es scheint nicht, dass der Verfasser die Ab- 
sicht gehabt hat, diese neuen Polygone zu erzeugen, sondern 
er hat nur darthun wollen, dass die gewöhnlichen regelmässigen 
Polygone auf zwei Arten zu anderen Polygonen führen, die 
ihnen gleichartig sind.“ Diese Arten sollen einmal durch Ver- 
längern der Seiten, das anderemal durch Diagonalenziehen 
entstehen. In der That scheint Barbaro von einem selbst- 
ständigen Interesse, welches solche Gebilde an sich haben 
könnten, keine Ahnung besessen zu haben, wie aus seiner 
überaus kurzen Beschreibung hervorgeht. Dieselbe lautet?!): 








Fig. 11. Fig. 12. 


„25, 26, 27, 28, 29, 30“ — in unserem Falle Fig. 10, 11, 
12, 13, 14, 15 — ‚le quali ed di dentro, ed di fuori possono 


28) Chasles. S. 551. 29) Reisch, Margarita philosophica, Heidelb. 
1555. °8, 1231 87, 30) Chasles, S. 552. 31) La pratica della perspec- 
tiva di monsignor Daniele Barbaro, In Venetia. S. 27. 
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essere simiglianti, tirerai le linee dagli anguli agli anguli, ed dai 
lati a i lati ed da i lati agli anguli“. 





Fig. 13. Fiz. 14. Bros 


Die Unbehülflichkeit des Ausdrucks fällt hier umsomehr 
auf, als, wie wir sahen, Bouvelles sich bereits einer ziemlich 
ausgebildeten Terminologie bediente. 

$S. 4. Chasles°®?) macht ausser den genannten Autoren 
noch eine Reihe anderer namhaft, bei welchen die Sternviel- 
ecke eine gelegentliche Erwähnung finden. Bei einem derselben 
waren wir nicht in der Lage es zu constatiren. Es ist dies 
Jacob Peletarius, ein nicht unverdienter Mathematiker, 
dessen Name besonders in der Geschichte des ‚Streites über 
den Berührungswinkel??) genannt zu werden pflegt. In den- 
jenigen Schriften von ihm, welche wir vergleichen konnten, 
haben wir nichts hieher gehöriges zu finden vermocht’®). 

Auch Clavius weist in einem Zusatze zur 32. Proposition 
der „sosyeie‘“ mit einigen Worten auf das Sternfünfeck als auf 
eine Figur hin, deren Innenwinkel wie beim Dreieck zusammen 
180° betragen, jedoch erklärt er ausdrücklich, dass er diesen 
Excurs dem Oampanus entnehme. Sein Lehrsatz ist dieser®®): 
„Si pentagoni singula latera producantur in partem utramque, ia 
ut quaelibet duo extra coeant; efficienlur quinque anguli ex la- 
teribus coeuntibus aequales duobus rectis‘‘. Der Beweis lässt sich 
unmittelbar durch Anwendung jenes 32. Satzes (ein Aussen- 
winkel im Dreieck ist gleich der Summe der von ihm getrennt 
liegenden Innenwinkel) führen, und deshalb fand wohl auch 
diese Einschaltung gerade hier ihre Stelle. 








. 32) Chasles, S. 549. 33) Van Swinden, Elemente der Geometrie, 
deutsch v. C. G. J. Jacobi, Jena 1834. S. 394. 34) Jacobi Peletarii de 
usw Geometriae liber umus, Parisiis 1572. Jacobi Peletarii Coenomani in 
Euchidis Elementa Geometriae demonstrationum libri sex, Lugduni 1557. 
35) Euchdis Elementorum libri VI, ed. Clavius, Romae 1574. Bl. 55, 


N 
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Wir finden bei Clavius, wie erwähnt, des Pentagramms 
bereits als eines Analogons des Dreiecks gedacht; das Ver- 
dienst, dieser uns jetzt so natürlich scheinenden Auffassung 
die Bahn gebrochen zu haben, gebührt jedoch in erster Linie‘ 
dem Petrus Ramus. Weniger als schöpferischer Geist, denn 
als scharfer kritischer Kopf bekannt, dem es vor Allem auf 
Prüfung der Erkenntnissquellen ankam, hatte dieser originelle 
Gelehrte den Kampf gegen die Alleinherrschaft des Aristoteles 
aufgenommen und bis zu einem gewissen Grade siegreich 
durchgeführt, so sehr auch diese Bestrebung ihn in sonstigen 
Plänen behinderte?) und ihm selbst von geistesverwandter 
Seite, wie von Frischlin °), heftigen Widerspruch zuzog. 
Gerade aus dieser polemischen Thätigkeit des Ramus zog die 
Lehre von den Sternvielecken wesentlichen Nutzen, indem sie 
die Ursache eines lebhaften literarischen Widerspruches ward, 
von dem wir später ausführlich handeln werden, und der, wie 
gleich erwähnt sein möge, für die Geometrie selbst höchst be- 
fruchtend wirkte. Die Entstehungsgeschichte dieses Streites 
müssen wir nunmehr schildern. 


Ramus war stets bemüht, bei Aristoteles Fehler auf- 
zufinden, und es ist sehr erklärlich, dass ihn diese Sucht, 
Irrthümer bei andern aufzudecken, zu eigenen Irrthümern ver- 
anlassen musste. So glaubte er bemerkt zu haben, der Beweis, 
welchen Euklides für den Satz von der Winkelsumme des 
Dreieckes führt, sei nach den Gesetzen der aristotelischen 
Logik kein stichhaltiger. Er reproducirt jenen Beweis und 
fährt dann®®) weiter fort: ‚‚Zaec demonstrationis hujus ratio- 
cinatio est: Aristolelicis tamen legibus, quae docebuntur, demon- 
stratio nulla. Nec- enim propria affectio est, nec ex primis et 
immediatis, nec quaestionem propter quid concludit‘“. Wichtiger 
als diese jedenfalls nicht gerechtfertigte Bemerkung, auf welche 
wir noch zurückkommen müssen, ist für uns folgender an der 
gleichen Stelle sich findende Satz: „Afectio aul® postea quinto 
capite dicetur propria trianguli: Id tamen a Proclo refellitur, et 





36) Cantor, Ramus in Heidelberg, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 3. Jahrg. 
S. 133 ff. 37) Strauss, Leben und Schriften des Dichters und Philologen 
Nicodemus Frischlin, Frankfurt a. M. 1856. 8. 427. 38) P, Rami Scho- 
larum dialecticarum, seu animadversionum in Organum Aristoteles, libri XX, 
Francofurti 1594, 8. 313. 
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refelletur ü nobis‘‘. Lernen wir jetzt diese Widerlegung kennen; 
dieselbe steht an einem anderen Orte®’) und lautet: 

„At interiores angulos duobus reclis aequarı non est proprium 
Irianguli. Neque ab Aristolele per caussam propriam concluditur. 
Etenim ut prius illud priore loco disseratur, figura non trilatera 
sic institui potest, cujus inleriores anguli duobus rectis aequenlur, 
ut hie detractis rectis cernilur, quod antea patuit (Fig. 16.). Pro- 
clus hic videlur propriam affectionem. lueri, | 


quia talis figura non sit rectilinea. Sed tamen 
rectilinea eliam polest aequare inleriores en 
duobus reclis. Sic quinguangulum € conti- 

nualis ordinats quinguanguli lateribus faclum 


aeguat quinque interiores angulos duobus EN 
rectis, ut hic (Fig. 17... Nam dum  consi- Duett 

deras triangulum ey o exlerior angulus ays aequatur interioribus 
ad 0 et e, item dum consideras triangulum 








ce 
ius exterior asy aequalur interioribus ad 
i et u, et de quinque ünterioribus yas # 
dequalur sibi ipsi. Quare cu quinque in- € 5 ak 
Leriores aequentur tribus aequanlibus duos Ur 





rectis“. Die weitere Argumentation be- 
zieht sich auf das sphärische Dreieck 
und berührt uns hier nicht näher, 

Was Ramus hier von den Sternpolygonen sagt, ist ma- 
teriell nichts neues, formell aber von hoher Wichtigkeit. 

Nirgends vor Ramus wird mit gleicher Bestimmtheit die 
Stellung der Sternvielecke zu den anderen Figuren hervorgehoben, 
indem es bei den früheren Darstellungen meist ungewiss bleibt, ob 
das Sternpolygon wirklich als solches oder nur als gewöhnliches 
Vieleck mit einspringenden Winkeln betrachlet wird. 

Wie weit hier Ramus nicht nur seiner, sondern auch 
der folgenden Zeit vorangeeilt war, dafür möge folgende 
Aeusserung eines bekannten deutschen Gelehrten als Beleg 
dienen. Kästner bemerkt nämlich zu der hier wiedergege- 
benen Stelle): „Ramus hat nehmlich nicht daran gedacht, 
dass die zehn Verlängerungen eine Figur von zehn Seiten ein- 


is 
reclos, ipsi quoque aequabuntur duobus E 
zZ 


Fig. 17, 


39) P. Kami Scholarum mathematicarum hbri wunus et triginta, 
Basıileae 1569. S. 186. 40) Kästner, 3. Band, Göttingen 1799. S. 201. 
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schliessen, die ausser genannten fünf auswärts gehenden Win- 
keln, noch fünf einwärts gehende hat, Scheitelwinkel der 
Winkel des Fünfecks ..... dass aber Ramus bey dem Sterne 
den die verlängerten Seiten des Fünfecks machen einer Figur 
die sichtlich zehn Seiten hat, nur die fünf auswärts gehenden 
Winkel wahrnimmt, zeigt freilich wenig Scharfsichtigkeit‘“, 
Dies ward geschrieben zu einer Zeit, wo Kästner’s Kollege, 
Meister (s.$.15.) den Begriff des sternförmigen Vielecks be- 
reits allgemein festgestellt hatte. 
$S. 5. Inder schon mehrfach zitirten Geschichte der Stern- 
polygone im Alterthum und Mittelalter haben wir denjenigen 
literarischen Erscheinungen einen eigenen Abschnitt?!) ein- 
räumen zu sollen geglaubt, welche von den Sternpolygonen 
handeln, ohne doch die wissenschaftlich - geometrische Seite 
der Sache im Auge zu haben, und ein Gleiches wollen: wir 
der Vollständigkeit halber auch hier thun. Nach Kepler’s 
unbestimmter Aussage soll sich Theophrastus Paracelsus*) 
auf das Sternfünfeck als Symbol der Gesundheit berufen haben *?), 
wie dies bereits die pythagorische Schule that!!); einer von 
Kästner?) mitgetheilten Angabe zufolge hatte diese Sym- 
bolik auch noch in neuerer Zeit ihre Anhänger. 
Hieher gehört ferner die Anführung des Sternfünfeckes 
bei Alstedius®), Seine Beschreibung ist folgende (Fig. 18.): 
5 „Pentagonum üta scribitur et a superstitiosis- 
\ notatur hoc nomine Jesus. Si pentagono ita 
ns constructo addas lineam ex superiori angulo in 
ER 2: oppositum angulum ductam, fiet illa figura, 
BER quam vocant sanitatem Pythagorae; quia Pytha- 
u \r goras, hac figura delectatus, adscribebat singulis 
Fig. 18. prominentibus angulis has quinque litleras v, y, 
ı, 8, a: Germani vocant ein Trudenfuss: quia sacerdotes veleres 
*) Wir haben die von Kepler angezogene Stelle in der voluminösen 
Gesammtausgabe der Werke des Theophrastus nicht zu finden ver- 


mocht; auch thun seine sonst alles Merkwürdige sorglich registrirenden 
Biographen Rixner und Siber*) derselben keine Erwähnung. 


41) Günther, 8. 329 ff 42) Rixner u. Siber, Leben und Lehrmei- 
nungen berühmter Physiker am Ende des XVI. und am Anfange des 


XVII. Jahrhunderts, 1. Heft, Sulzbach 1819. 43) Chasles, 8. 548. 
44) Günther, S. 314. 45) Kästner, Geometrische Abhandlungen, 1. Abth. 
Göttingen 1789. 8. 334. 46) Alstedius, Encyclopaedia universa, Her- 


bornae 1620, 
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Germanorum et Gallorum vocabantur Druidae: qui dicuntur calacos‘“ 
— calceos — „hujus figurae gertasse“. Hier stossen wir wieder 
auf jene eigenthümliche Verquickung der celtischen Druiden 
mit dem deutschen Wort Trude. Jedenfalls besteht eine Ver- 
wandtschaft beider, aber das Bindemittel des Pentalpha hat 
gewiss nicht existirt. Indess hatte diese Idee sich in den 
Köpfen vieler Gelehrten des 17. und 18. Jahrhunderts fest- 
gesetzt; wir führen als Beleg hiefür die Thatsache an, dass in 
der Nähe der fränkischen Stadt Gunzenhausen sich ein Denk- 
stein findet, welcher das reguläre Sternfünfeck als Haut-Relief 
und darunter die Worte trägt: Das Grabmal des Druiden. 
Einen guten Einblick in den Gebrauch, welchen die 
mystische Dämonologie früherer Jahrhunderte von den Stern- 
polygonen zu machen liebte, bieten uns die Werke des be- 
kannten Polyhistors Athanasius Kircher, vor Allem seine 
„Arithmologie“. Nachdem in der Lehre von den ‚‚magischen 
Amuleten‘‘“ von den verschiedenen Zeichen die Rede war, 
welche hier vorzukommen pflegen, heisst es weiter’): ‚In 
quibus ni frequentius occurrit, quam Pentalpha et Hexalpha; est 
autem Pentalpha nil aliud, quam linearis figura in quinque A di- 
ductum, quibus Graeci Öyızia, id est salutem et sanitalem exprime- 
bant, quo Antiochum vexillo imposito, jJussu Alexandri in somno 
apparentis, mox admirabilem a Galatis reportasse victoriam Magi 
fingunt, eoque tanquam summae felicitatis symbolo in suis nuga- 
mentis uluntur‘“ (Fig. 19, 20.). Es werden dann eine Menge 














Fig. 19. Fig. 20. - 


Bedeutungen dieser Figuren aufgezählt und zuletzt noch eine 
Combination der Sternvielecke mit einer Art magischer Qua- 


47) Kircher, Arithmol ogiasive de abditis Numerorum mysterüis, Romae 
1665. S, 537. 
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drate angegeben ®®) (Fig. 21.), welche in der „satanischen Kunst‘ 
eine ganz besonders wichtige Rolle spielen soll. Die Form, 
RE: welche Kircher dem Pentalpha 

Fa \ ; . . 
2 x giebt, ist von mathematischem 
Interesse, wie sich aus Nach- 





















stehendem ergiebt: 
ar: ZuEER 20 N Das Sternfünfeck Kircher’s 
T\E jan ist das erste nicht regelmässige 
\ P|E a Sternpolygon, welches uns in der 

24 \zl or als / Geschichte entgegentrilt. 

\ Auch in einem andern Werke 
> Kircher’s wird ein Sternviel- 
ee eck, nämlich das Sternsieben- 

ehe eck der dritten Ordnüng, zu 


einer symbolischen Darstellung der Planetentage verwendet”). 
In diesem nämlichen Buche wird gezeigt, wie man (uneigent- 
liche) Sternpolygone herstellen kann. Kircher sagt näm- 
lich’): „Si denique Tucidum corpus fuerit cujusvis polygonae 
figurae per quodvis foramen multilateru trajectum; id eam figuram 
escprimit cujus el ipsum lucidü corpus axtıvoßoAov, ul in apposita 
figura apparet, el paullo post melius deducetur“. Es folgt dann 
eine sehr ausführliche Beschreibung dieses Experimentes, welche 
Kircher aus einem Werke Kepler’s entnommen haben will, 
als Beispielfiguren dienen die in Fig. 22. und 23. dargestellten 














Fig. 22. Fig. 23. 


in einander verschränkten gleichseitigen Dreiecke und Vier- 
ecke. Dass wirkliche, d. h. in Einem Zuge zu beschreibende 








48) Ibid. S. 220. 49) Kürcher, Ars magna lucis et umbrae in decem 
libros digesta, Romae 1646. S, 537. 50) Ibid. S. 117, 
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Sternvielecke in der hier geschilderten Weise nicht entstehen 
können, ist an sich klar, 

Wir benützen diese Gelegenheit, um eine eigenthümliche 
Verwendung der Sternvielecke zu notiren, welche sich bei 
einem Schriftsteller jener Zeit findet, nämlich bei Daniel 
Schwenter. Derselbe ‚stellt°') die Aufgabe: ‚Sieben Stück 
Geld auf einer geometrischen Figur also zu verschieben und 
niderzulegen, dass der Schub allezeit nach einer geraden Lini 
gehe, und an einem Ende allezeit anfahe, da noch kein Geld 











list, und auf derselben Lini Ende 4 B 

allezeit nidergelegt werde“. Die 8 ya 

Figur Schwenter’s (Fig. 24.) ee | 

ist das reguläre Sternachteck, und 70 RANK, 
y De 4 7 

man bemerkt sofort, dass die N A“ 

Lösung des Problems darauf hinaus- N 

kommt, diese Figur in einem Zuge Bere D 

herzustellen. Die nämliche Figur % 

erscheint dann später nochmals in 1% \ 

der Aufgabe°?): ‚In einen Apfel 74 Z 


einen Stern zu schneiden‘. Fig. 24. 


8.6. Kehren wir nunmehr auf das rein szientifische Gebiet 
zurück. Der Standpunkt der Geometrie in der hier bespro- 
chenen Zeit war insofern einer Weiterentwickelung der Lehre 
von den Sternpolygonen nicht günstig, als die dazu erforder- 
liche Verallgemeinerung des Vielecksbegriffes an sich fehlte. 
Allerdings fühlten einzelne hervorragende Männer diesen Uebel- 
stand heraus und suchten ihn nach Kräften zu heben, allein 
eine nachhaltige Wirkung vermochten diese immer noch sehr 
isolirt auftretenden Bestrebungen vorläufig noch nicht zu er- 
zielen. 

Der erste Name, den wir hier zu nennen haben, ist der 
eines um die Mathematik auch sonst vielfach verdienten Mannes. 


Albert Girard*), der Mitbegründer der richtigen Lehre von 





*) Man hat in neuester Zeit den genialen Mathematiker für Deutsch- 
land vindiziren zu können geglaubt, und Matthiessen°®) z. B. nennt ihn 


51) Schwenter, Deliciae physico-mathematicae, Nürnberg 1636. 8. 149. 
52) Ibid. S. 569. 53) Matthiessen, über eine Beziehung der Seiten und 
Diagonalen eines Kreisvierecks zu den Wurzeln einer biquadratischen 
Gleichung und ihrer Resolvente, Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. 10. Jahrg. 
Su 881, 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. . 2 





. 
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den negativen Zahlen und der alleinige Begründer der ana- 
lytischen Polygonometrie, brach auch hier die Bahn. Leider 
sind, wie auf anderen Gebieten, so auch auf diesem, seine 
Leistungen nur wenig bekannt geworden; selbst Chasles 
scheint sie nicht zu kennen, und nur Kästner wendet ihnen 
unter den Geschichtschreibern der Mathematik einige Aufmerk- 
samkeit zu 5°). 

Es ist von hohem Interesse, die Klassifikationsmethode 
Girard’s kennen zu lernen, obwohl sie zu weitschweifig 
und uns nicht immer ganz verständlich ist. Die Lehre von 
den Vielecken ist in sieben Abschnitten des kurzen geometri- 
schen Abrisses enthalten, welchen er seinen trigonometrischen 
Tafeln beifügte5”). Genaue Zitate sind wegen der mangelnden 
Seitenzahlen nicht wohl thunlich, wegen des überaus geringen 
Umfanges des Büchleins aber auch nicht nöthig. 

Die ersten fünf Paragraphen enthalten allgemeine Betrach- 
tungen üher die Anzahl der Stücke, welche zur vollständigen 
Berechnung einer geradlinigen Figur bekannt sein müssen. 
Hierauf folgt eine höchst detaillirte Beschreibung der einzelnen 
Vielecksarten, welche hier reproduzirt werden möge. 

„VI. Aux quadrangles Ü y a 21 cas, car Üz ont lrois sorles 
des formes, el chacune forme a 7 cas. 

Les formes sont la simple, la croisee, et Tautre ayant langle 
renverse. Lt lous se peuvent resoudre en menant une diagonale 
(qui tombe dehors aux croisez, el aucunefois a ceux qui ont langle 
renverse) hormis deux cas dont lun a les angles donnez et deux 
coslez incogneux opposiütes seulement, lesquels il faut prolonger 





kurzweg „Gerhard“ Hingegen plädirt Vorsterman van Oijen’!) 
für die französische Abstammung Girard’s und führt für dieselbe eine 
Reihe beachtenswerther Gründe an’’). Vielleicht greift man nicht fehl, 
wenn man in ihm einen Belgier französischer Zunge (Wallonen) sieht, 
den religiöse Verfolgung dazu brachte, den südlichen Theil der Nieder- 
lande mit dem ihm sympathischeren protestantischen Holland zu ver- 


tauschen. 


54) Vorsterman van Oijen, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 13. Jahrg. Li- 
teraturzeit. S. 24. 55) Id. Quelques arpenteurs hollandais de la fin du 
XVIme et du commencement du XV IIme siecle et leurs instruments, Bullett, 
di bibliografia e di storia delle scienze mat. e fisiche. Tomo III. S. 370, 
56) Kästner, 3. Band. S. 108. 57) A. Girard Samielois, Tables des sinus 
tangentes et secantes, selon le raid de 10000 parties, avec un traite succinct 
de la trigonometrie tant des triangles plans que spheriques, Ala Haye 1626. 
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Jusques a ce quilz conviennent (veu qwils ne doivent pas estre 
incogneux parallels par la precedente:) L’autre cas n’a autres 
angles donnez que ceux qui sont sur la base (qui est incogneux) 
et alors il faut faire un parallelogramme dont la base est un 
aulre cosle suyvant, soyent la moitie diceluy, puis une ligne qui 
conjoigne les sommetls des quadrangles.“ | 

- Wir glauben, dass der Begriff und Name des überschla- 
genen (gekreuzten) Vierecks hier zum erstenmale mit Bewusst- 
sein gebraucht wird. Die eigentliche Eintheilungsmaxime 
Girarmd’s ist offenbar die: Die Arten der Vierecke sind drei, 
je nachdem beide Diagonalen ins Innere oder eine ausser-, eine 
innerhalb, oder endlich beide ausserhalb des Vierecks selbst 
fallen. 

„Aux pentagones il y a 110 cas, assavoir 11 formes, chacune 
ayant 10 cas. Quant aux 11 formes, il y en a 4 d’une superfice, 
zuerdeus,: 1. de:trois, une de'4'et une. de. six.‘ 

Der Sinn dieser Worte ist der: Der Perimeter eines 
Fünfecks.. schneidet sich selbst entweder gar nicht, oder ein-, 
zwei-, drei- und fünfmal. In diesen Fällen ist der Flächen- 
raum der Figur entweder ein ungetheiltes Ganzes, oder aus 
zwei, drei, vier und sechs Theilen zusammengesetzt. Die in 
Girard’s Darstellung ausgedrückte Mannigfaltigkeit von Ge- 
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stalten wiedergeben zu wollen, hat immer etwas problematisches; 
indess glauben wir durch Fig. 25. 26. 27. 28. 29. die Idee des 
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Autors so ziemlich analysirt zu haben. Es entstehen so wirk- 
lich 10 wesentlich verschiedene Formen. Man erkennt, dass 
Girard hier eine Definition und Eintheilung der Fünfecke 
gegeben hat, welche erst die allerneueste Zeit wieder ans Licht 
ziehen sollte, man vergleiche z. B. die vollständig überein- 
stimmende Darstellung von Baltzer°). Bei einer solchen 
Auffassung der Sache war es selbstverständlich ganz gleich- 
gültig, ob die betrefiende Figur regelmässig war oder nicht. 
Die vierte Form der ersten Art bleibt allerdings unerklärt. 


„Or touchant les hexagones, Ü y a 1035 cas, que Jay enumere 
a la haste, assavoir 69 formes et chacune de 15 cas; quant aux 
formes, ü sen trouve 7 d’une superfice, 19 de deux, 12 de trois, 
17 de qualre, 4 de cingu, 6 de sic, 3 de sept, et 1 de hüuterssie 
tout quand dl n'y.a que 2 lignes qui passant par un poinct, comme 
jadis estoyent les porismes d’Euclides, qui sont perduz, lesquels 
Jespere de mettre bientost en lumiere les ayant restiluez il ya 
quelques annees enca.“ 

Auch hier werden wir in Girard’s Verständniss ohne 
Schwierigkeit eindringen, sobald wir nur daran festhalten, dass 
eine Form durch die Anzahl der Durchschnittspunkte charak- 
terisirt ist, in welchen der Perimeter sich selbst durchsetzt. 
Wie klar ihm dieser bestimmende Umstand war, geht besonders 
auch aus der ausdrücklich formulirten Bedingung hervor, dass 
die Begrenzungslinie keine mehrfachen Punkte aufweisen dürfe 
— eine Limitation, in welcher sich wieder der seiner Zeit so 
weit vorauseilende Blick klar ausspricht. Da es natürlich nicht 
wohl möglich ist, den Formenreichthum Girard’s wirklich 
bildlich darzustellen, so wollen wir uns darauf beschränken, 
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von jeder Form eine charakteristische Figur als Prototyp 
herauszugreifen, wie diess denn in Fig. 30. 31. 32. 33. 34. 35. 36. 


58) Baltzer, die Elemente der Mathematik, 2. Band, Leipzig 1870. 8.9, 
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‚geschehen ist. Diese Figuren entsprechen bezüglich den For- 
men 2—8 Girard's. 
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Kunze, einer der wenigen neueren Mathematiker, welche 
sich mit Girard’s Leistungen bekannt zeigen, hat zu der hier 
besprochenen Stelle die Bemerkung gemacht”), dass es wohl 
nicht leicht sein würde, einen klaren Einblick in seine Auf- 
fassung der Sache zu gewinnen. Wir glauben jedoch im Vor- 
stehenden den richtigen Schlüssel znm Verständniss gegeben 
zu haben, obwohl dadurch nicht ausgeschlossen ist, dass noch 
in einigen untergeordneten Fällen Zweifel bestehen. 

8. 7. Dem Namen Girard reiht sich in der Entwicke- 
lungsgeschichte der Lehre von den Sternpolygonen ein anderer 
würdig an, der des Polen Brocki oder, wie er der Zeitrich- 
tung folgend sich umtaufte, Broscius. In mehr als Einer 
Beziehung gleichen sich beide Männer: Beide fanden Gelegen- 
heit, in ein und derselben Sache weitere und tiefere Blicke zu 
thun, als ihre Zeitgenossen, und beide fielen vielleicht eben 
aus dem Grunde unverdienter Vergessenheit anheim, letzterer 
sogar in so hohem Grade, dass man seinen Namen in dem 
sonst so vortrefllichen Lexikon Poggendorff’s vergeblich 
sucht. Seine Werke, vor Allem das uns hier interessirende, 
scheinen nur in wenigen Exemplaren noch vorhanden zu sein, 
so dass auch unsere nun folgende Darstellung sich nicht auf 
Autopsie stützt, sondern lediglich auf die glücklicherweise 
ziemlich vollständigen Notizen, welche Kästner‘) und 
Chasles®!) gegeben haben. 

Broscius ist eine um so merkwürdigere Erscheinung, als 
sein Standpunkt gegenüber den Sternvielecken ein völlig 
ablehnender war. Er konnte sich durchaus nicht mit der Idee 





59) Kunze, Lehrbuch der Geometrie, Jena 1851. S. 144. 60) Kästner, 
3. Band. S. 199 ff. 61) Chasles, S. 558 ff. 
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befreunden, dass diese Gebilde eine selbstständige Existenz 
als mit den gewöhnlichen Vielecken gleichberechtigt sollten 
beanspruchen können, und trat denjenigen Mathematikern, 
welche diese Ansicht verfochten, mit grösster Heftigkeit gegen- 
über. Da dieselben ihre Sätze allerdings vielfach zu enge 
gefasst hatten, so suchte er sie durch Ausdehnung derselben 
auf andere Fälle ad absurdum zu führen, gab jedoch gerade 
durch diese Ausdehnung der Lehre von den Sternpolygonen 
eine von ihm selbst nicht beabsichtigte fruchtbringende An- 
regung. . 

Wie wir oben (4) sahen, hatte Ramus in seiner Polemik 
gegen die aristotelische Logik den Nachweis geführt, dass auch 
bei einem regulären Sternfünfeck die Summe der Innenwinkel 
zwei Rechte betrage. Nun hatte aber das ganze Werk des 
Broscius®?) ausgesprochenermassen den Hauptzweck, den 
Aristoteles gegen die Angriffe der neu-philosophischen Schule 
in Schutz zu nehmen, und dieser Exkurs des Ramus auf das 
geometrische Gebiet bot dem polnischen Mathematiker eine 
willkommene Gelegenheit, seinen Hebel einzusetzen. In zweierlei 
Weise suchte er seinen Gegner zurückzuweisen: einmal da- 
durch, dass er den Begriff eines sich selbst durchsetzenden 
Vieleckes als absurd darzuthun sich bemühte, dann aber auch 
dadurch, dass er nachwies, wie Ramus’ Theorem auch bei 
einer Anzahl anderer Figuren gelte. Durch diese Bemerkung 
war er sicher, der Auffassung seines Gegners einen tödlichen 
Schlag zu versetzen, ward aber nur unbewusst der Schöpfer 
des Fundamentalsatzes von den Sternvielecken ungerader 
Eckenzahl. Freilich erkannte er die Thatsache nicht als solche 
an, wie ihn denn sein streng euklidischer Standpunkt zu dem 
Ausspruch verleitete: ‚‚Ouis unguam geometrarum vidit quinquan- 
gulum decem laterum et quinque angulorum?‘“ Bei fehlender 
Quellenkenntniss halten wir es, um einen Einblick in Broscius’ 
Gedankengang zu gewähren, für das Beste, die betreffende 
Stelle des Werkes von Chasles wörtlich anzuführen: | 

„Brosceius citirt das Werk von Bradwardin und be- 

weist, dass man unendlich viele Figuren mit ausspringenden 
Winkeln von 7, 9, 11 u. s. w. Seiten bilden könne, in denen, 





62) Johannis Broscii Aristoteles et Euclides defensus, contra Petrum 
kamum et alios, additae sunt duae disceptationes de numeris perfectis, 
Amstelodami 1690. 
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so wie in der Figur des Ramus, die Summe der Winkel gleich 
zwei Rechten ist. Bradwardin hat diesen schönen Satz nur 
geglaubt, ohne ihn zu beweisen; und Oharles de Bouvelles 
hat ihn nur auf das ausspringende Fünfeck der dritten Gat- 
tung angewandt. Broscius geht weiter; er betrachtet die 
Figuren der verschiedenen Gattungen, bei derselben Anzahl 
der Seiten, und giebt die Summe ihrer Seiten*) an. 

Er findet, dass es drei Gattungen von Siebenecken giebt, 
wenn man das gewöhnliche Siebeneck mitzählt, in denen die 
Summe der Winkel 10, 6 und 2 Rechte ist; 

Drei Arten von Achtecken, in denen die Summe der Winkel 
12, 8 und 4 Rechte ist; 

Sechs Arten von Figuren mit*) ausspringenden Winkeln 
(worunter das gewöhnliche 14seitige Polygon mitbegriffen ist), 
in denen die Summe der Winkel 24, 20, 16, 12, 8 und 
4 Rechte ist; 

Sieben Arten von Figuren mit 15 ausspringenden Winkeln, 
in denen die Summe der Winkel 26, 22, 18, 14, 10, 6 und 
2 Rechte ist. 

Diese Resultate stimmen mit dem von Poinsot gefun- 
denen Gesetz überein, nach welchem die Summe der Winkel 
jedes Polygons - 

S=2(m — 2h) 


ist, wenn m die Anzahl der Seiten des Polygons und A die- 
jenige Zahl ist, welche die Gattung oder die Ordnung dieser 
Figur angiebt“. 

Auffällig erscheint es hier, dass Broscius das sogenannte 
Sternsechseck nicht auch mit in seine Aufzählung aufgenommen 
hat, denn in seinem Sinne gehört es unbedingt mit herein; es 
ist fast, als hätte ihn hier eine unbestimmte Ahnung erfasst, 
dass seine Auffassung doch nicht den Kernpunkt der Sache 
treffe. Freilich verfuhr er nicht konsequent, denn das Acht- 
eck der zweiten Gattung mit der Winkelsumme 82%, dessen 
ausdrücklich Erwähnung gethan wird, ist ebensowenig ein 
Sternpolygon wie jenes. 

Können wir also dieser Eintheilungsmethode des Broscius 
durchaus nicht den ungetheilten Beifall schenken, wie jener 


*) Offenbarer Druckfehler anstatt „Winkel“. An zweiter Stelle fehlt 
die Zahl 7. 
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des Girard, so müssen wir um so mehr die Konsequenzen 
bewundern, welche er aus seinen Aufstellungen zog, und welche 
von Chasles mit folgenden Worten charakterisirt werden: 

„Der Gesichtspunkt, unter welchem Broscius diese neuen 
Figuren betrachtet, indem er sie als Polygone mit abwechselnd 
ausspringenden und einspringenden Winkeln ansieht, in denen 
die Seiten sich nicht schneiden, führt ihn zu einer neuen Kon- 
struktionsart dieser Figuren und zu einer besonderen Eigen- 
schaft der Isoperimetrie. 

Wir nehmen als Beispiel das gewöhnliche regelmässige 
Siebeneck und markiren die Mittelpunkte seiner sieben Seiten. 
Um die gerade Linie, welche zwei aufeinanderfolgende Mitten 
verbindet, lasse man sich das kleine Dreieck drehen, welches 
durch diese Gerade von dem Siebeneck abgeschnitten wird, 
so dass sich dieses Dreieck vollständig auf die Fläche der Figur 
legt. Ebenso drehe man um jede der sechs anderen Geraden, 
welche zwei aufeinanderfolgende Mitten verbinden, das kleine 
Dreieck, welches dadurch von dem Siebeneck abgeschnitten 
wird. Alle diese kleinen Dreiecke werden in ihrer neuen Lage 
ein neues Polygon mit abwechselnd ausspringenden und _ein- 
springenden Winkeln bilden. 

Dieses neue.Polygon von 14 Seiten hat offenbar denselben 
Umfang, als das vorgegebene Siebeneck. 

Lässt man nun um jede Gerade, welche die Scheitel zweier 
aufeinanderfolgenden einspringenden Winkel verbindet, das 
kleine Dreieck, welches diese Gerade vom Polygon abschneidet, 
drehen, so wird man auf diese Weise ein drittes Polygon von 
14 Seiten bilden, in welchem auch noch die Winkel abwechselnd 
ausspringen und einspringen, und dieses neue Polygon wird 
offenbar denselben Umfang mit dem zweiten und also auch 
mit dem ersten haben. 

Die Flächen dieser drei Polygone sind von einander durch- 
aus verschieden; weil das zweite innerhalb des ersten liegt, 
und das dritte innerhalb des zweiten. 

Nun erkennt man leicht, dass das zweite Polygon kein 
anderes ist, als das Siebeneck der zweiten Gattung, in welchem 
die Stücke der Seiten, die innerhalb liegen, ausgelöscht sind; 
und dass ebenso das dritte Polygon kein anderes ist, als das 
Siebeneck der dritten Gattung, in welchem ebenfalls die Stücke 
der Seiten, die innerhalb liegen, ausgelöscht sind. 
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Man sieht hierin eine neue Art, die ausspringenden Poly- 
gone zu bilden, indem man sie, das eine aus dem andern, ab- 
leitet. Diese Art verdient bemerkt zu werden, vorzüglich 
wegen dieses besonderen Umstandes, dass alle diese Polygone, 
die auf diese Weise aus dem ersten abgeleitet werden, den- 
selben Umfang haben“. 

Suchen wir zum Schluss zwischen Girard und Broscius 
mit wenigen Worten eine Parallele zu ziehen, so müssen wir 
sagen: 

Girard hatte, im Gegensalz zu den anderen Mathemalikern 
seiner Zeit, den ganz allgemeinen Vielecks-Begriff klar erfasst und 
für eine Reihe elementarer Figuren alle denkbaren Modifikationen 
angegeben, ohne sich in weitere Untersuchungen über die von ihm 
geschaffenen Gebilde einzulassen. In dieser Beziehung ergänzte 
ihn auf das vollständigste Broscius, der allerdings einen beschränk- 
teren prinzipiellen Standpunkt einnahm, gerade dadurch aber die 
metlrischen Relationen der in Frage kommenden Theorie wesentlich 
erweilerte. 

Auch in ihren sonstigen Studien zeigen beide Männer 
mannigfache Berührungspunktee Wie Girard zuerst die 
Flächen sphärischer Polygone berechnen lehrte, so gewann 
Broscius dieser Lehre eine andere wichtige Seite ab, indem 
er solche Gebilde als Mass körperlicher Winkel definirte ®>), 

Wir haben, um sachlich Zusammengehöriges nicht zu 
trennen, die chronologische Folge bisher etwas ausser Acht 
gelassen. Wir müssen deshalb jetzt wieder eine Reihe von 
Jahren zurückgehen, um die Leistungen eines Mannes kennen 
zu lernen, der in der Lehre von den ebenen und räumlichen 
Sternfiguren ebenso wie in anderen Disziplinen der reinen und 
angewandten Mathematik eine reformatorische Thätigkeit ent- 
faltet hat. 

S. 8. Johann Kepler, den wir hier meinen, hatte im 
Jahre 1596 sein Erstlingswerk®*) erscheinen lassen, welches 
die in Angriff genommene Frage allerdings nicht direkt för- 
derte, in manchen Stücken aber doch bereits ahnen liess, was 
man von diesem Manne noch erwarten durfte. In dieser Schrift 
findet sich eine für den uns hier beschäftigenden Zweck noch 


63) Kästner, S. 203. 64) Kepler, Prodromus dissertationum cosmo- 
graphicarum, continens Mysterium cosmographicum de admirabili pro- 
portione orbium celestium, Tubingae 1596, 
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gar nicht ausgebeutete Stelle, welche uns für die Geschichte 
der Sternpolygone gleichwohl hohe Wichtigkeit zu besitzen 
scheint. Freilich hat Kepler selbst, als er zu einer späteren 
Zeit seine ausführlicheren Untersuchungen anstellte, von seiner 
Jugendarbeit keine Notiz genommen, aber trotzdem glauben 
wir, dass in jene frühe Epoche die Konzeption des allgemeinen 
Sternvieleckes bei ihm fällt. Er selbst schildert seinen Ideen- 
gang in nachfolgender Weise, nachdem er zuvor seine ver- 
geblichen Bemühungen, über das Geheimniss des Weltalls ins 
Klare zu kommen, dargelegt hatte °°). 

„.destas pene tola hac cruce perdita. Denique levi quadam 
occasione propius in rem ipsam incidi. Diviniltus id mihi obtigisse 




















arbitrabar, ut fortuito nanciscerer, quod nullo ungquam labore as- 
sequi poteram: idque eo magis credebam, quod Deum semper ora- 


65) Joannis Kepleri Astronomi Opera omnia, ed. Frisch, Vol. I., 
Francofurti et Erlangae 1858. S. 108. 
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veram, siquidem Copernicus vera dixisset, uli ista succederent. 
Igitur die 9. vel 19. Julii anni 1595 monstraturus auditoribus meis 
conjeclionum magnarum sallus per oclona signa, et qguomodo illae 
pedetentim ex uno trigono transeant in alium, inseripsi multa 
iriangula, vel quasi triangula, eidem circulo, sic ut finis undus esset 
initium alterius (Haec vides sequenti schemale magnarum con- 
Junctionum Saturni et Jovis)“. (Fig. 57.) Das Hauptgewicht 
wird auf die Thatsache gelegt, dass der von den Verbindungs- 
linien umhüllte Kreis dem vierten Theil des ersten gleich ist*), 
und unmittelbar hierauf beruht dann Kepler’s Idee, den 
Planetensphären regelmässige Körper ein- und umzubeschreiben. 
Für uns hat das Weitere kein unmittelbares Interesse. 

Wohl aber ersehen wir aus der Figur, dass ‘Kepler in 
seinen Kreis ein reguläres sternförmiges Vierzigeck der höchsten 
Art eingeschrieben hat. Dergleichen kommt auch sonst 
wohl vor und rechtfertigt allein noch nicht unsere obige Be- 
merkung; wohl aber ist diess der Fall, wenn wir Kepler’s 
Zählungsweise der einzelnen Ecken ins Auge fassen. Kein 
früherer Geometer hatte es gewagt, bei dieser Zählung von der 
Vorstellung eines gewöhnlichen Vielecks sich frei zu machen, 
welches mit dem betrachteten sämmtliche Ecken gemein hat. 

Die einzig richlige Art und Weise, die Ecken eines Stern- 
polygons zu numeriren, rührt von Kepler her; hiemit war auch 
zuerst der Charakter eines solchen Vieleckes, dessen Perimeter sich 
selbst durchsetzt, deutlich ausgesprochen. 

$. 9. Ueber zwanzig Jahre später kam Kepler aus einem 
ganz anderen Gesichtspunkte auf den nämlichen Gegenstand 
zurück und behandelte ihn nun streng systematisch. Die Lehre 
von den Vielecken bildete die Grundlage seiner berühmten 
Untersuchungen über die ‚Harmonie‘ des Weltgebäudes ®), 





*) Reitlinger‘%) macht hiezu folgende erläuternde Bemerkung: „Zum 
besseren Verständnisse fügen wir bei, dass, da die Umlaufszeit des Staurn 
beiläufig dreissig, die des Jupiter beiläufig zwölf Jahre beträgt, je eine 
Konjunktion derselben nach zwei Drittel Umlauf des ersten, und nach 
einem ganzen und zwei Drittel Umlauf des zweiten Planeten stattfinden 
muss, woraus wir unmittelbar einsehen, dass sie je nach einem Fortschritte 
des langsameren Planeten durch acht Zeichen des Thierkreises wiederkehrt“, 





66) Reitlinger, Neumann u. Gruner, Johannes Kepler ı. Theil, Stutt- 
gart 1868. 8. 131. 67) Kepler, Harmonices mundi hbri V, Lincii 
Austriae 1619. 
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und unmittelbar nachdem er die Definition einer ebenen regel- 
mässigen Figur gegeben hat, fährt er weiter fort®®): „, Zarum“ 
— nämlich dieser Figuren — ‚„guaedam sunt primae et radicales, 
quae suos ipsae lerminos non excedunt, quibus proprie convenit 
posita definitio: quaedam sunt auclae, quae sua veluti latera exce- 
dunt, continuatis alicujus radicalis lateribus non contiguis ad con- 
cursum: dicuntur stellae“. Als Beispielsfiguren treten das ge- 
wöhnliche und das sternförmige reguläre Fünfeck auf. Hierauf 
folgt eine äusserst ausführliche auf das 10. Buch des Euclides 
basirte Diskussion der Aufgabe, reguläre Sternvielecke einem 
Kreise einzubeschreiben. 

Als charakteristisches Beispiel für Kepler’s Allgemein- 
heit der Auffassung muss gleich erwähnt werden, dass er mit 
Einzeichnung des Zweiecks oder Durchmessers beginnt, deren 
algebraisches Gegenstück die Auflösung einer Gleichung vom 
- ersten Grade ist®). Es folgt das Quadrat und das reguläre 
Achteck, von dem ausdrücklich nur zwei Arten namhaft ge- 
macht werden. ,‚‚Octogoni latus habet geomelricam descriptionem 
ex angulis, nec minus eliam octogonicae stellae latus, seu sublensa 
iribus octavis partibus circuli...“ Kepler hat sich also, wie 
wir diess bereits früher”®) hervorhoben, auch hier von der irrigen 
noch dem Broscius anhaftenden Meinung emanzipirt, dass 
beim Achteck drei Gattungen unterschieden werden müssten. 
Auch beim Sechseck’!) ist von einem dazu gehörigen Sterne 
keine Rede mehr. 

Es folgt hierauf das gewöhnliche und sternförmige Zwölfeck 
und diesem das Zehneck. Beide Vielecke besitzen, wie sich 
leicht zeigen lässt, nur ein einziges sternförmiges, ebenso das 
Fünfeck, welches nun an die Reihe kommt’?). Offenbar hat 
sich Kepler vorgenommen, eine elementare Theorie aller Viel- 
ecke zu geben, welche nur einen einzigen Stern zulassen, d.h. 
deren Konstruktion durch Auflösung einer quadratischen Glei- 
chung geleistet werden kann. Deutlich erkannte er, dass mit 
der Existenz mehrfacher Sternpolygone die Unmöglichkeit einer 
rein geometrischen Verzeichnung unmittelbar ausgesprochen 
sei. Das erste Vieleck, welches ihm von der neuen Kategorie 
entgegentreten musste, war nothwendig das Siebeneck. Er 


68) Kepler, Opera omnia, Vol, V.S.84. 69) Ibid. S. 94. 70) Günther, 
S. 339. 71) Kepler, Op. omn. 8. 96. 72) Ibid. 8. 9. 
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sagt’?): „Heptagonus el figurae ab eo omnes, quae numerum late- 
rum ex primis (sic diclis) unum habent, earumque stellae tolaeque 
adeo classes ab üs derivalae extra circulum descriptione geometrica 
carent; in circulo, etsi laterum quanlitas est necessaria, illud tamen 
ignorari aeque necesse est“. An diesen Satz knüpft dann Kepler 
eine der ihm eigenthümlichen teleologischen Bemerkungen; 
derselbe ist jedoch in der hier ausgesprochenen Allgemeinheit 
nicht richtig, sondern leidet die bekannten von Gauss nor- 
mirten Ausnahmen. 

Die totale Unmöglichkeit, mit Lineal und Zirkel hier etwas 
auszurichten, veranlasste Kepler den geometrischen Weg ganz 
zu verlassen und sich, wenn auch nicht ohne einiges Wider- 
streben, der Rechnung in die Arme zu werfen. ‚Seine Ent- 
wiekelungen in dieser Hinsicht dürfen den interessantesten 
Partieen in der Geschichte der Mathematik beigezählt werden; 
auch sind sie der Aufmerksamkeit der Historiker keineswegs 
entgangen und haben z. B. bei Chasles’!) und Terquem’?) 
Berücksichtigung gefunden. Das hauptsächlichste Interesse 
bieten dieselben allerdings für die Theorie der Gleichungen; 
indess ist auch für die Lehre von den Sternvielecken ein neuer 
wichtiger Punkt durch sie aufgeklärt worden, und eine kurze 
Darstellung dieser Leistung Kepler’s wird deshalb wohl hier 
am Platze sein. 

Der Boden, auf welchem sich dieselbe vollzog, war kein 
durchaus unangebauter. Vieta hatte, angeregt durch eine von 
Adrianus Romanus’®) ausgehende Problemstellung, die Lehre 
_ von der Winkeltheilung fest begründet und bereits auch die 
Anzahl der reellen Wurzeln der hier in Frage kommenden 
Gleichungen bestimmt’). Von seinen Bemühungen hatte Kepler, 
wie aus einer späteren Stelle hervorgeht, vollkommen Kenntniss; 
indess schlug er hier zunächst einen anderen Weg ein, den 
ihm sein treuer Mitarbeiter Jobst Bürgi vorgezeichnet hatte’”®), 


„Objiciat hic mihi aliquis doctrinam analylicam, ab Arabe 
Gebri denominalam algebram, Italico vocabulo cossam: videntur 


73) Kepler, Op. omn. 8. 101. 74) Chasles, S. 553 #. 75) Terquem, 
Sur les polygones et les polyedres etoiles, polygones funiculaires, d’apres 
M. Poinsot, Nowv. annal. de mathem. Tome VIII. S. 136 ff. 76) Arneth, 
Geschichte der reinen Mathematik, Stuttgart 1852. S. 237. 77) Ibid. 
3.232: 78) Kepler, S. 103. 
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enim in ea determinari posse omnis generis polygonorum latera. 
Verbi causa in septangulo sic procedit Justus Byrgius, mechanicus 
Caesaris et Landgraviü Hassiae, qui in hoc genere ingeniosissima 
et inopinabilia multa est commentus. Primo ille diamelro circuli 
BP (Fig. 38.) numerum 2 assignat, ut AB sit unilas totalis, qua 
in partes infinita sectione divisa, per ülas longitudo lateris BC 
enumerelur. Deinde ponit, notam esse proporlionem ipsius AB ad 
BC, quae tamen proportio demum quaeritur. In hac proporlione 
conlinuilatem fingüt, ut sicul et ABl ad BC1R, sic sit 1-R ad 
lz51.et 1zsad 18, et L& ad Izz,2et 22 aa Zee 
petuo, quod nos commodius signabimus per apices sic, 1, 17, 1/4, 
12, Ir, P, PL, PU ee, 
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Zur Erzielung der Schlussgleichung wird konsequent der Lehr- 
satz des Ptolemaeus mehrmals hintereinander angewandt*). 
Dieselbe wird endlich in folgender Form erhaligrz „„Agurae 
nihili aeque valent quantitates hae: 


Bee —- RI ER] .. IV pre 


*) Die Art und Weise, wie Kepler die Siebenecks-Resolvente eruirt, 
kann gewiss als charakteristisch dafür gelten, wie man in jener Zeit den 
Kalkül auf geometrische Probleme anwandte. Insbesondere gewinnt hie- 
durch die Hypothese an Wahrscheinlichkeit, welche wir bei einer früheren 
Gelegenheit betreffs einer Aufgabe von Faulhaber aufgestellt haben ”°). 
Dieselbe ist der von Kepler behandelten ähnlich, nur, da sie sich auf 
ein irreguläres Siebeneck bezieht, schwieriger; gewiss spielte auch bei 
ihrer Lösung das oben erwähnte Theorem eine Hauptrolle. 


79) Günther, Das irreguläre Siebeneck des Ulmer Mathematikers 
Faulhaber, Sitzungsber. d. Erlanger phys.-med. Societ. Heft 6. 
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In unserer Zeichensprache würde diess heissen: Setzen wir das 


Verhältniss der Siebenecksseite zum Radius — Yz, so wird z 
durch die Gleichung 


— 14: +1? — ?—=0 


gegeben sein. 

Kepler erkennt sofort, dass diese Gleichung eine drei- 
fache reelle Auflösung zulasse, und giebt auch die geometrische 
Bedeutung dieser drei Wurzeln an: ‚‚unus enim valor est BC, 
alter BD, tertius BE“. Es ist also in einem speziellen Falle 
die allgemeine Wahrheit zur Erkenntniss gebracht, dass es 
für jede Eckenzahl so viel verschiedene Polygone geben müsse, 
als die Resolvente reelle Wurzeln besitzt; ob diess freilich wirk- 
liche, oder nur uneigentliche Polygone sind, steht dahin. 

Den weiteren Betrachtungen Kepler’s über das Verhält- 
niss der arithmetischen zur geometrischen Lösung einer solchen 
Kreistheilungsaufgabe können wir, so fesselnd sie an sich sind, 
hier nicht weiter folgen; es genüge zu sagen, dass in seiner 
bekannten Manier die geistreichsten Bemerkungen abwechseln 
mit mysteriösen metaphysischen Andeutungen, welche Niemand 
an diesem Platze vermuthen würde. Von Wichtigkeit ist uns 
hier nur die folgende Stelle®°), in welcher er sich induktorisch 
zur allgemeinen Auffassung der früher nur speziell erkannten 
Thatsache erhebt: ‚‚Tertio hactenus ei lateri figurae et lateri 
stellae cognominio cuique sua certa erat descriptio; in hac alge- 
braica analysi Ülud mazxime mirum est (quamvis geomelram prae- 
cipue absterreat), quod non una via praestari polest, quod impe- 
ratur. Quanquam id non omni lege solutum est, sed, ul supra 
diei coeptum, tot sunt numeri facienles imperatum, quot sunt in 
figura sublensae seu diagonii longitudine differentes, ut in quin- 
quangulo duo, in septangulo tres, unus pro latere, reliqui pro 
subtensis angulo. Itaque quicquid enunciatur tandem de propor- 
tione figurae propria, id commune est omnium ejus linearum pro- 
portwonibus ad diametrum“. 

Ist diess nun auch nicht ganz richtig ausgedrückt — denn 
beim Achteck z. B. giebt es viererlei verschiedene Diagonalen 
und doch nur zwei verschiedene Polygongattungen — so er- 
hellt doch daraus Folgendes: 


80) Kepler, 8. 106, 
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Die Thatsache, dass die Anzahl der verschiedenen Diagonalen 
von Vielecken der Seitenzahl n gleich der Anzahl reeller Au/- 
lösungen ist, welche die 4dufgabe, einen Kreis in n gleiche Theile 
zu theilen, zulässt, ward von Kepler zuerst bemerkt und auf 
dem Wege der Induktion allgemein festzustellen gesucht”). 


Chasles°!) bemerkt mit Recht, dass Kepler einen Vor- 
läufer in Michael Stifel hat. ‚Man findet‘ — sagt er — 
„in seiner Algebra die Ausdrücke für die Seite und für die 
Diagonale des regelmässigen Fünfecks als Funktion des Radius 
des umbeschriebenen Kreises (siehe seine 4Aröthmetica integra, 
Fol. 178); und wenn man auch annimmt, dass er diese Aus- 
drücke nicht durch die Auflösung der Gleichung des zweiten 
Grades erhalten hat, so musste ihre Form ihm zeigen, dass 
die auf diesen Linien gebildeten Quadrate die Wurzeln einer 
ähnlichen Gleichung sind“. 


Anmerkung. Die Historiker hatten bisher als Zeichen von Kepler’s 
algebraisch-geometrischer Thätigkeit ausschliesslich dieses reguläre Sieben- 
eck aufgeführt; aus den Pulkowaer Manuskripten ®) geht aber auch her- 
vor, dass erin ganz analoger Weise sich bei der Prüfung einer Neuneck- 
konstruktion verhielt, welche von dem bekannten Philosophen Giordano 
Bruno herrührte. 


$. 10. Von der hier in kurzen Grundzügen entwickelten 
Theorie macht Kepler eine höchst eigenartige Anwendung. In 
Wirklichkeit ist es keine andere als eine astrologische. Denn 
Kepler hatte, trotzdem er sonst in allen Stücken hoch über 
seiner Zeit stand, mit der Sterndeutung nicht völlig gebrochen, 
wennschon dieselbe freilich bei ihm ein wesentlich anderes 
Gepräge trug, als das vulgäre. Kepler’s Stellung zu dieser 
Afterwissenschaft scheint uns Förster sehr richtig mit fol- 
senden Worten charakterisirtt zu haben, welche wir, als für 
das Verständniss des Folgenden bedeutsam, hier wiedergeben 
wollen®?). ,‚,Seinem erleuchteten Verstande widerstrebte das 
lächerliche Detail der Wahrsagungen, und doch schien es seiner 


*) Wie dann weiter aus n die Anzahl der möglichen Vieleck-Arten 
folgt, vermochte erst Poinsot festzustellen. 





81) Chasles, S. 556. 82) Kepler, 8. 472. 83) Förster, Johann 
Kepler und die Harmonie der Sphären, Berlin 1862. 8. 37. 
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Geistesrichtung nicht ganz fern zu liegen, so wie er eine Har- 
monie der Bewegungen, von der Sonne gesehen, annahm, auch 


in den Stellungen der Ge- 
stirne von der Erde aus auf 
das mögliche Vorkommen ein- 
facher Zahlenverhältnisse we- 
nigstens zu achten. Standen 
zwei Planeten einander am 
Himmel gerade gegenüber, so 
wirkten nach seiner Ansicht 
gewissermassen die Bewegun- 
gen ihrer Lichtstrahlen einan- 
der entgegen, standen sie ge- 
rade um !/, Kreis von einander 
entfernt, so erfolgte ein eigen- 
thümliches, bedingtes Zusam- 














menwirken der Strahlen, und in ähnlicher Weise war Kepler 
geneigt, solche erregende gewissermassen optisch-harmonische 


Wirkungen der Gestirne 
auf das Seelenleben anzu- 
nehmen, welche allerdings 
einen leisen Einfluss auf die 
Lebens-Entwickelung aus- 
zuüben vermöchten‘“. Um 
solche Effekte zweier Ge- 
stirne deutlich zu machen, 
bedient sich Kepler der 
vorher soausführlich unter- 
suchten Sternfiguren; es 
werden sukzessive verwen- 
det das sternförmige Acht- 
eck, Zwölfeck, Zehneck x% 
und Fünfeck. Als charak- 


teristisches Beispiel setzen 





Fig. 40. 


wir seine Propositio secunda°*) hierher «(Fig. 39. 40.). 
„Major est radialionum cognatio cum figuris reqularibus, 


quam erat consonanliarum. 


Probatur primum a circumferentiali figura. Nam ubi circulus 


84) Kepler, 8. 237. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, 


os 
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integer, ibi et figura regularis inlegra: sed magis est circulus in- 
teger in dimetiendis radiationum angulis, per I, ergo et figura 
respeclu radiationum magis ut integra considerari potest. Contra 
in consonantüs, ut circulus ejusque partes in rectum polerant ex- 
tendi salvis consonantüs, sic eliam omnia figurae latera in eandem 
et unam rectam exlendi poterant eaque cum uno figurae latere 
reclilineo facere consonantiam. Hoc vero pacto uti circulus, sic 
eliam figura rectiinea suam figurationem amittit, ut figura amplius 
non sit. 

Probalur secundo a centrali figura. Anguli sunt figurarum 
elemenla: jam duo radi faciunt angulum in centro, qui aliquolies 
repetitus consummat figuram, ul apparet ex schematibus hisce. Id 
autem non fiebat in ortu consonantiarum, nullus enim ibi fuit re- 
spectus anguli in centro. Mugis igitur familiares sunt figurae 
aspectibus, quam consonantüs‘“. 

Der Sinn dieser an sich ziemlich dunklen Stelle ist, gehörig 
verallgemeinert, dieser: Zwei an der Himmelskugel befindliche 
Planeten üben auf die gleichweit von beiden entfernte Erde 
gleiche Kräfte aus, deren Gesammtwirkung, wie wir sagen 
würden, nach dem Satze vom Parallelogramm der Kräfte be- 
rechnet werden muss. Je kleiner der Bogen, um den die 
Sterne abstehen, um so grösser wird die Resultante sein. Es 
werden jedoch nur solche Winkel in Betracht gezogen, welche 
als Innenwinkel regulärer Sternvielecke auftreten, und mit Rück- 
sicht hierauf würden Kepler’s in verschiedenen Propositionen 
zerstreute Sätze zu nachstehendem Gesammtresultate zu ver- 
einigen sein: | 

Die von zwei Sternen auf das Erdzentrum ausgeübten Kräfte 
erzielen eine um so grössere Wirkung, je höher die Artenzahl des 
Polygons ist, als dessen Innenwinkel jener Zentriwinkel betrachtet 
werden kann. 

$. 11. Wir haben bisher lediglich ebene Sternfiguren in’s 
Auge gefasst; dieselben haben jedoch bekanntlich ihr Analogon 
auch im Raume. Wie wir später zeigen werden, hat Poinsot 
die wichtige Entdeckung von vier Körpern gemacht, welche 
den regelmässigen Körpern der Alten mit demselben Rechte 
zur Seite gestellt werden müssen, wie die Sternvielecke den 
gewöhnlichen Polygonen. Den Streit darüber, ob Kepler 
wirklich als der eigentliche Begründer dieser schönen Theorie 
anzusehen sei, werden wir am Schlusse dieses Paragraphen 


za ’ 
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eingehender zu besprechen haben; für jetzt wollen wir nur 
zusehen, ob in der That solche Gebilde sich bei Kepler oder 
vielleicht gar noch vor diesem nachweisen lassen. 
Terquem°?) in seiner bereits zitirten Notiz scheint der 
zuletzt erwähnten Ansicht zu huldigen. „4 la maniere dont 
Kepler en parle, il ne parait pas que ces corps soient de 
son invention: on n’en connait pas lauteur“. Er scheint, ob- 
wohl er dies nicht eigentlich ausspricht, die erste Idee dieser 
Körper bei dem bekannten Nürnberger Jamnitzer suchen zu 
müssen, dessen perspektivisches Werk er beschreibt. „Z’ouvrage, 
d’une magnifigue execution, contient plus d’une centaine de_corps 
mis en perspective. La seconde partie, qui devoil conlenir les 
regles, n’a pas paru. L'auteur, ne vers 1508 d Nuremberg, y est 
mort le 15 decembre 1586. On trouve une description detaillee de 
cet ouvrage, d’une extreme rarete, dans V’Histoire de Mathemati- 
ques de Kaestner (tome Il, page 19, 1797)“. Sehen wir uns 
diese angebliche Priorität Jamnitzer’s nunmehr etwas genauer 
an und vergleichen wir sein Werk°®) mit Kepler’s Buch. 
Das genannte Werk enthält auf seinen Figurentafeln aller- 
dings einen bewundernswerthen Formenreichthum, und man 
kann die in der That grossartige stereometrische Schaffungs- 
kraft des auch als Künstler hochberühmten Verfassers nur 
bewundern. Der Krystallograph Marx°’) bemerkt ausdrück- 
lich, dass einzelne seiner Körper geradezu als Krystallmodelle 
betrachtet werden könnten, und dass gewiss noch manche 
neuaufgefundene Form in Jamnitzer’s Zeichnungen antizipirt 
sein möchte. Unter solchen Umständen wäre es freilich nicht 
zu verwundern, wenn auch ein oder das andere Sternpolyäder 
sich hier vorfände, natürlich ohne dass dem Autor Kenntniss 
von dessen eigentlicher Natur zugeschrieben werden dürfte. 
Der eine Körper, welchen wir in Fig. 41. abbilden, hat 


85) Terquem, 8. 138. 86) Wenzel Jamnitzer, Perspectiva Corporum 
Regularium. Das ist, Ein fleyssige Fürsuweyng, Wie die Fünff Regulirten 
Cörper darvon Plato im Timaeo Unnd Euclides in sein Elementis schreibt, 
Durch einen sonderlichen, newen, behenden und gerechten weg, der vor 
nie im gebrauch ist gesehen worden, gar Künstlich in die Persp£&ctive 
gebracht, und darzu ein schöne Anleytung, wie auss denselbigen Fünff 
Cörpern am Endt, gar viel andere Cörper, mancherley Art und gestellt, 
gemacht, und gefunden werden mögen, Nürnberg 1568. 87) Marx, Ge- 
schichte der Crystallkunde, Carlsruhe 1825. S. 25. 
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nun in der That grosse Aehnlichkeit mit jenem Sternpolyöder, 


welches wir ım Anschlu 
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ist; sein Standpunkt w 
und systematischerer. 
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ss an die von Wiener eingeführte 
Terminologie als zwölfecki- 
ges Sternzwölfflach®®) be- 
zeichnen. Von noch grösse- 
rem Interesse jedoch ist 
Fig. 42., denn es ist kein 
Zweifel, dass Jamnitzer 
hier ein wirkliches Stern- 
poly&der dargestellt hat. 
Das erste Sternpolyeder, 
welches uns in der Geschichte 
M \ der Mathematik entgegentritt, 
il m ist ein solches, wie sie bei 
Kepler nicht vorkommen, 
nämlich das sterneckige Zwölf- 
flach. 

Hieraus ergiebt sich be- 
reits, dass diese isolirte 
Erscheinung auf Kepler 
ganz einflusslos geblieben 

ar auch hier ein weit universellerer 





Kepler giebt im zweiten Buche 
der ‚„„Harmonice“ eine sehr eingehende 
Beschreibung der fünf regelmässigen 


| Körper, deren Netze er auch zeichnen 


lehrt. An dieselbe schliesst sich dann 
eine ebenfalls ausführliche Abhand- 
lung über die halbregulären Körper, 
welche einer nicht ganz sicher ver- 


medes herstammen. Zwischen diese 
“ . ER . . 

beiden Kategorieen wird dann eine 

eigene dritte eingeschoben, deren Wesen 


folgendermassen®®) charakterisirt wird: 


„Addi possunt congrue 


ntäis perfectissimis regularibus duae etiam 


88) Wiener, Ueber Vielecke und Vielflache, Leipzig 1864. S. 23. 89) 


Kepler, S. 122. 
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aliae congruentiae, stellarum duodecim planarum pentagonicarum, 
et duae semisolidae, stellarum oclangulae et decangulae. 

Claudunt enim pentagonicae solidas figuras aculeatas undique, 
quarum una fit duodecim angulorum quinquelinearium, altera viginti 
angulorum trilinearium; Üla tIrinis angulis insistit, haec quinis 
simul; üla pulchrius super angulum erigiur, haec rectius sedet, 
incumbens in quinos (Fig. 43. 44.). In his etsi forinsecus non 
apparet regulare planum, sed ejus loco triangulum aequicrurum 
penlagonicum, quina lamen hujusmodi semper in unum idemque 
planum competentia, occultum sub soliditate quinguangulum, veluti 
corsuum circumstant faciuntque cum eo dicetam stellam pentagoni- 
cam, seu germanico idiomate pedem Truttae, Theophrasto Paracelso 
signum sanitatis. Idea corporis quodammodo eadem est, quae sui 





Fig. 44, 


plani, nam ut in hoc, sc. in stella quinquangula, binorum semper 
friangulorum latera in unam rectam competunt, quae parte swi 
interiore fit basis uni exteriori triangulo, latus vero intimo quin- 
quangulo, sic in solido semper quinorum solidorum angulorum 
lriangula singula aequierura compelunt in unam planitiem, quorum 
quingue triangulorum seu stellae intima medulla et cor, quinquan- 
gulum, fit basis in una superstantis anguli solidi, vel in altera, 
superstantium quinque solidorum. Est autem tanta cognatio figu- 
rarım harum unius cum dodecaedro, alterius cum tcosaddro, ut 
videantur hae, praesertim dodecacdron, trunca quodammodo et 
mutila, si cum üs aculeatis comparentur, 

Octangulae vero et decangulae stellae lateribus suorum radio- 
rum, quae semper in primo et quarto, duobus Lransitis, congruent 
in unam rectam, binae semper et binae congruunt faciuntque cubum 
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millae quenda, hae dodecaedron quoddam, non angulatas sed auri- 
culatas figuras, quia duobus planis angulis coaptlatis, hiatum fieri 
necesse est, qui claudi non potest. Ergo per 11. semisolida tantum 
est congruentid. 

‚. Perfectissimae dicuntur congruentiae ülae solidae, hae semi- 
solidae, quia ipsis competit 6. definitio hujus libri quoad solididatem, 
planitiebus vero ipsis competit definitio figurae perfectae, quae est 
libro I. secunda, sunt sc. secundario perfeclae. Nec absurde dici- 
mus,» semisolidam perfectissimam, quia innuimus inchoari aliquid, 
cui non 9. vel 10., sed cui 6. def. competeret, si perfici posset“. 

Die beiden von Kepler hier neu gebildeten Körper sind 
das sogenannte zwölfeckige und zwanzigeckige Sternzwölfflach. 
Auf das erstere kommt er noch bei einer anderen Gelegenheit 
zu reden, da nämlich, wo er die kosmische Bedeutung be- 
spricht’), welche er in seiner Jugendarbeit dem Dodekaöder 
beigelegt hatte. ,‚‚Yabet hoc conjugium et stellam solidam, cujus 
genesis est ex conlinuatione quinorum planorum dodecaedri ad con- 
cursum omnium in puncto unico; vide genesin ejus libro II.“ 

Der Vollständigkeit halber ist noch zu erwähnen, dass 
Kepler die beiden in Rede stehenden Körper auch noch in 
einer anderen perspektivischen Ansicht abgebildet hat; wir 
haben hier die übersichtlicheren Bilder gewählt. 

Eigenthümlicherweise hat Poinsot, obschon er die Kep- 
ler’sche Abhandlung zitirt, von jenen Sternpolyädern gar nicht 
gesprochen. Es darf hier natürlich nicht entfernt an ein Plagiat 
gedacht werden, wohl aber scheint es, als hätte der französische 
Autor den Text nicht näher beachtet und Kepler’s Abbildung 
einen anderen Sinn unterlegt, als dieser selbst. Diese Auf- 
fassung des Sachverhältnisses scheint korrekt, wenn wir berück- 
sichtigen, dass viele Jahre später noch der französische Akade- 
miker Bertrand sich ganz im ersteren Sinne ausgesprochen hat. 
Bertrand hatte?!) rückhaltlos die Erfindung der Sternpolyöder 
seinem Landsmanne Poins ot zugeschrieben, und scheint darauf- 
hin von unbekannter Seite auf Kepler’s Priorität hingewiesen 
worden zu sein. Hierauf entgegnete er in folgender Weise”): 
„Deux de ces polyedres sont dessines et decriüts dans des ouvrages 
anterieurs, cela est par[aitement exact. On peut voir dans les 





90) Kepler, 8. 272. 91) Bertrand, Comptes rendus de l’acad. des 
sciences, Tome 46. 8. 79. 92) Ibid. S. 117. 
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„Harmonices mundi‘, de Kepler page 182(l), un dessin tres-bien 
fait du dodecaedre de seconde espece,; mais Kepler et les auteurs 
qui ont parle de ces polyedres, anterieurement au Memoire de 
M. Poinsot, n’ont jamais soupconne qu’üs fussent reguliers: üls 
le cons'deraient comme formes par soixante faces triangulaires el 
non par douze penlagones reguliers,; ils n’ont pas plus de droits dä 
etre ciles dans Ühistoire de la decowverte des polyedres reguliers, 
que Tobie Mayer et Bradley n’en ont la decouverte d’Uranus, 
quüls avaient apercu longtemps avant Herschel, mais en le pre- 
nant pour une etodle‘“. 

Man muss gestehen, dass diese Auslegung etwas Bestechendes 
hat; sie sucht einen neuen Beleg zu der in der Geschichte der 
Mathematik wohl allgemein anerkannten Wahrheit beizubringen, 
dass gar oft eine Erfindung oder Entdeckung gemacht worden, 
ohne dass auch sofort deren eigentliche Bedeutung erkannt 
wurde. Allein in diesem Falle hält eine solche Auffassung 
nicht Stich; zu deutlich sprechen gegen sie die eigenen Worte 
des Autors 

Dies hat auch bereits im Jahre 1862 Baltzer’’) gegen 
Bertrand geltend gemacht. Dem Proteste Baltzer’s hat sich 
dann noch eine auf diesem Gebiete besonders berufene Autorität, 
nämlich Wiener, angeschlossen. Wiener°*) reproduzirt die 
oben wiedergegebene Stelle und fügt hinzu: „Kepler setzt also 
ausdrücklich die theilweise im Innern des Körpers befindlichen 
regelmässigen Sternvielecke, als die Seitenflächen des Körpers, 
den äusserlich allein sichtbaren gleichschenkligen Dreiecken, 
welche nur Theile jener Flächen bilden, entgegen. Er erläutert 
dies noch weiter; doch scheint mir das bisher Ausgezogene 
vollkommen genügend, um Bertrand’s Aeusserung zu wider- 
legen“. 

Indess muss, sollte man meinen, die blosse Lektüre von 
Kepler’s Text das Hinkende des von Bertrand beliebten 
Vergleiches mit jenen Astronomen erkennen lassen, welche 
einen Wandelstern beobachteten, aber noch nicht in dieser 
seiner wahren Eigenschaft erkannten. . 

$S. 12. Ueberschauen wir, an einem stationären Punkte 


93) Baltzer, Zur Geschichte der regulären Sternpoly&der, Sitzungsber. 
d. Berl. Akad. 1862. S. 1046. 94) Wiener, Bemerkungen über die regel- 
mässigen Sternvielflache, Zeitschr. f. Math. u, Phys. 12. Band. 3. 174. 
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angelangt, die bisher vor uns vorübergegangenen Leistungen, 
so tritt uns an denselben, mit einer einzigen nennenswerthen 
Ausnahme, das Gemeinsame entgegen, dass ausschliesslich die 
regelmässigen Figuren in ihr Bereich fallen. Hatte man metri- 
sche Beziehungen mit in Betracht gezogen, so beschränkte man 
sich auf die Winkel und Seiten, ohne dem Flächeninhalt irgend 
Aufmerksamkeit zu schenken. Dies musste sich nothwendig 
ändern, sobald man dazu übergieng, den allgemeinen Begriff 
eines Vieleckes zu formuliren. Es vergiengen jedoch weit über 
100 Jahre nach Kepler’s Zeit, ehe sich dieser Umschwung 
zu vollziehen begann. 

Das Wort ‚„Polygon‘ im Sinne der Alten bezog sich ledig- 
lich auf geradlinig begrenzte Figuren mit ausspringenden Win- 
keln. Dass diese Definition nicht ausreiche, musste sich bald 
fühlbar machen; den ersten leisen Ansatz hiezu glauben wir 
bei Leonardo Fibonacci zu bemerken, da wo er®®) be- 
merkt*): ‚Praeterea est figura, quae barbata dieitur, similiter 
diversa habens latera, in qua una ex dyameltris cadit interius, 
allera vero exlerius, ut in quadrilatero. defg., cujus dyameter 
cadit interius, altera vero.exterius a puncto .f. in puncto .d., cadit 
linea .f d. extra quadrilaterum .d.e.f.g.: hujus itaque figure aream 
habebis, si aream trigon) .deg. cum area trigon) .feg. coaduna- 
veris; vel si ex area Irigon) .def. dempseris aream trianguli 
.d.g.f.“. Der erste Versuch zur Flächenbestimmung eines von 
der gewöhnlichen Art abweichenden Vieleckes (Fig. 45.). 

2 Bereits oben (s. 6.) gedachten wir 
ausführlicher der Verdienste, welche sich 

Albert Girard um die Begründung 

vr “ des hier in Rede stehenden fundamen- 

en talen Kapitels der Geometrie erworben 

“2 _. hat. ads er sein Eintheilungsprinzip 
auf die verschiedene Anzahl von Flächen- 
stücken im älteren Sinne basirte, als deren Summe das Stern- 
vieleck zu betrachten ist, hatte er auch bereits den Schlüssel 





Fig. 45. 





*) Cantor®) führt Seite 84 an. 





95) Seritti di Leonardo Pisano pubblicati da Baldassarre Boncompagni, 
Volume Il., Roma 1862. 8. 83. 96) Cantor, Rezension hiezu, Zeitschr, 
f. Math. u. Phys. 8. Jahrg, Literaturzeit. 8. 44. 





| 
| 


Kapitel I. 41 


zur Bestimmung des Flächeninhaltes in der Hand. Leider hat 
uns sein früher Tod der Möglichkeit beraubt, statt kurzer 
Andeutungen eine systematische Durchführung vor uns zu sehen. 
Der Mann, welcher die von Girard flüchtig hingeworfene 
Idee aufnahm und mit höchstem Fleisse aufs gründlichste ver- 
arbeitete, ist ein auch sonst bedeutender nur leider wenig 
gekannter Mathematiker, A. L. F. Meister (1724—1788). Es 
gehörte in der Zeit seines Wirkens, wo durch Euler, d’Alem- 
bert, Bernoulli etc. die Analysis alle mathematischen Kräfte 
mit Beschlag belegt hatte, viel origineller Sinn dazu, diesem 
grossen Strome fernzubleiben und ein so unergiebig scheinendes 
Feld, wie das der Elemente der Geometrie, zu bebauen. Jeden- 
falls musste ein solcher Forscher sich völlig mit dem Gedanken 
vertraut machen, für lange Zeit unverstanden zu bleiben. In 
dieser Hinsicht ähnelt Meister’s Stellung in der Wissenschaft 
vielfach der eines anderen originellen Kopfes jener Epoche, 
des Danziger Mathematikers Kühn, dessen Versuche, die uns 
jetzt so geläufig gewordene laterale Erweiterung des Zahl- 
gebietes anzubahnen, selbst bei erleuchteten Geistern auf ab- 
solutes Missverständniss stiessen, wie uns dies Lambert’s 
Briefwechsel”) in schlagendster Weise darthut. 
$S. 13. Meister setzt uns in der Vorrede seiner Abhand- 
lung die Beweggründe, welche ihn bei Abfassung derselben 
leiteten, mit grosser Redseligkeit auseinander”). Er beginnt 
gleich mit der Bemerkung, dass der Begriff einer ebenen Figur, 
wie man ihn aus den in der Natur vorkommenden Körpern 
abstrahire, nothwendig ein viel zu enger sei. Suche man diesen 
Begriff zu erweitern, so müsse man Linienzüge ins Auge 
fassen, die sich entgegenkommen, durchsetzen, Knoten und 
vielfache Punkte aufweisen. „Aujus indolis figurae constiluen- 
dis naturalium corporum limitibus aeque inhabiles sunt, ac Ülarum 
perimetri agrorum finibus describendis.“ In die Anfangsgründe 
der Geometrie nehme man diese verallgemeinerte Betrachtungs- 
weise gar nicht auf, sei es, dass man den Anfängern nicht 


97) J. H. Lambert’s deutscher gelehrter Briefwechsel, herausgegeben 
von Bernoulli, 4. Band, Berlin, Dessau und Leipzig 1784. 8. 387 fi. 
98) Meister, Generalia de genesi figurarum planarum, et inde pendentibus 
earum affectationibus, Novi Comm. Soc. Reg. Scient. Gotting., Tomus I. 
S. 144 ff, 
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Gebilde vorführen wolle, für die in der Körperwelt das 
reale Substrat fehlt, sei es, dass man überhaupt solche Unter- 
suchungen, als für die Praxis ohne Belang, ignorire, Und doch 
sei auch letzteres nicht eigentlich der Fall: ‚‚Fieri enim potest 
ut aligqua Theoremala, quae cerlis conditionibus adstringenda vide- 
bantur, latius patere vel pure valere deprehendanlur, relata ad 
omne figurarum genus‘“. Im weiteren Verlaufe der Einleitung 
verbreitet sich dann der Autor über die Anwendung seiner 
Methode auf die verschiedensten planimetrischen Probleme, 
insbesondere über die von Tobias Mayer gestellte Aufgabe 
„de geomelrica figurarum in lriangula transformatione“. 

Im ersten Paragraph”) wird hervorgehoben, dass die beiden 
Begriffe ‚‚gerade Linie“ und ‚Bewegung‘ zur Erforschung 
der Beschaffenheit ebener Figuren ausreichend seien. Hierauf 
folgt!%) die Erzeugung jeder solchen Figur durch parallele 
Fortschiebung einer veränderlichen Strecke; ist diese Länge 
einmal Null, so entsteht ein Einschnürungspunkt, und man 
muss wissen, ob in einem solchen Punkte zwei Zweige blos 
zusammenlaufen oder aber sich durchsetzen. Dies könnte durch 
geeignete Beisetzung von Buchstaben allenfalls erreicht werden; 
„verum multo luculentius et notabilius signum erit, si perimetro, 
veluti fieri solet in mappis geographicis, Juxia tolum ejus tracltum. 
adlineatur, a dextris vel a sinistris, peculiare aliquod pigmentum, 
quod non limitis modo decursum, verum et areae hinc inde adja- 
centis relativum valorem, prodat“. So hat denn hier Meister 
ein Hülfsmittel für die Topologie angegeben, welches noch 
heute ganz allgemein in Gebrauch ist, ohne dass doch der Name 
des Urhebers auch nur genannt würde. Jetzt ist auch das 
oben berührte Dilemma ausgeglichen: ‚‚Zimitum occursus erit, 
ubi angulis in vertice oppositis dem color est; limilum intersectio, 
ubi anyulis oppositis diversus color“. Für gewöhnliche Zwecke muss 
natürlich dem Farbensaume die Schraffirung substituirt werden. 

Es folgt dann eine prinzipiell bedeutsame Festsetzung: 

Als positiv werden diejenigen Flächenräume in Rechnung ge- 
bracht, deren Perimeter eine ausschliesslich nach Innen gerichtete 
Färbung (Schraffirung) zeigt; als negativ die übrigen. 

So ist in dem von Meister selbst angegebenen Schema 
(Fig. 46.) bezüglich 7, /7, III und IV positiv, 1, 2, 3 negativ, 





99) Ibid, 8. 148. 100) Ibid. 8. 149. 
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und hiebei ward ein Theilchen von 7/7 doppelt gezählt. Diesen 
Weg zur Flächenbestimmung anzuwenden, hält jedoch Meister 
im Allgemeinen nicht für rathsam: ,„Vix est ut moneam, quo 
saepius recta describens motum reciprocet, 
ei eadem plani spatia repelat, tanto magis 
impeditum fore hac via parlium recensum“. 
Die Flächenausmessung geschieht 
dann in einer Weise, welche wir, etwas 
ahweichend von Meister’s Darstel- 
lungsweise!?!), so charakterisiren wür- 
den: Man lege ein beliebiges schiefwink- 
liges Koordinatensystem zu Grunde, 
ziehe Parallelen zur Abszissenaxe durch 
alle Punkte, in welchen die Anfangs- 
kurveeinrelatives Ördinaten-Maximum 
oder -Minimum aufweist, und summire 
die einzelnen gemischtlinigen Trapeze. 
Bis jetzt war stets eine Parallelbewegung der beschrei- 
benden Geraden vorausgesetzt worden, d. h. man dachte sich 
die Ebene als aus Parallelogrammen zusammengesetzt. Natür- 
lich hat das polare System die gleiche Berechtigung, und 
demgemäss handelt Meister’s Paragraph III!) von der „De- 
scriptio figurarum per molum rectae circularem“. Was von der 
ersten Erzeugungsart galt, gilt mutatis mutandis auch für die zweite. 
Nunmehr wird das Problem noch mehr verallgemeinert 
und in Paragraph IV '!0) die „Descriptio figurarum per motum 
reclae quemcungue‘‘ vorgenommen. Jede unendlichkleine will- 
kürliche Bewegung einer Geraden lässt sich zusammengesetzt 
denken aus einer Elementarverschiebung und einer Elementar- 
drehung — ein kinematischer Satz, von dessen Vorkommen an 
dieser Stelle die Geschichtschreiber der Mechanik noch keine 
Notiz genommen zu haben scheinen. Hält man einen bestimmten 
Punkt einer mehr nach Aussen gelegenen Umfangslinie fest — 
es wird hiebei vorausgesetzt, dass der Perimeter in mehreren 
Windungen einen inneren Punkt umkreise — und sucht die 
jenen Punkt enthaltende Lage der beschreibenden Geraden zu 
fixiren, so kann dies dadurch geschehen, dass man von jenem 
Punkt an eine innere Windung eine Berührungslinie zieht. 





Fig. 46. 


101) Ibid. S. 153, 102) Ibid. S. 154. 103) Ibid. S, 159, 
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Nachdem bisher von ganz illegitimen Kurven*) die Rede 
gewesen war, geht jetzt die Untersuchung auf den speziellen 
Fall des geradlinigen Vielecks zurück !!2). Als Winkel des 
Vielecks wird von den beiden an einem Eckpunkte befindlichen 
immer derjenige gezählt, in welchen die Schraffirung der 
beiden Schenkel hineinfällt. So ist in dem sich zweimal selbst 
durchschneidenden Fünfeck (Fig. 47.) abc de der Winkel bei 

» a erhaben zu nehmen, die vier anderen 
Winkel dagegen hohl. Jedoch wird dann 
auch hier wieder der ganz allgemeine 
Fall beliebiger Linienzüge mit berück- 
sichtigt, indem wieder positive und ne- 
gative Zellen eingeführt werden. ‚,Deinde 
palam est, complicationes positivas tollere 
iu totidem numero negativas; ut si in tota 
figura ulrarumgue numerus aequalis fuerit, üla redeat ad simplicem 
figuram et angulorum summam efficial, solito more ex laterum 
numero colligendam“ (Fig. 48.). 





Die Einbeschreibung allgemeiner 
Vielecke in Kreise!) wird auf 
folgende originelle Idee zurück- 
geführt. Man denke sich den Kreis 
pwmal nacheinander durchlaufen, so 
dass gewissermassen » unendlich 
nahe konzentrische Kreisumfänge 
vorliegen. Auf denselben nehme 
man sukzessive 2, , My, ...m, Punkte 
und verbinde dieselben so, dass der 
erste mit dem zweiten, der zweite mit dem dritten, ... der 





Fig. 48. 





*) Es ist nicht ohne historisches Interesse zu bemerken, dass der hier 
besprochene erste Versuch, regellose Kurven geometrisch zu untersuchen, 
sich chronologisch nahezu mit dem ersten Auftreten solcher Gebilde in der 
Analysis deckt. Bekanntlich ward man auf dieselben in dem berühmten 
zwischen Euler, d’Alembert und D. Bernoulli bezüglich des Problems 
der schwingenden Saiten ausgebrochenen Streite1%®) geführt. 


104) Riemann, Ueber die Darstellbarkeit einer Funktion durch eine 
trigonometrische Reihe, Abhandl. d. kön. Gesellsch. zu Göttingen, 13. Band. 
S. 87 ff. 105) Meister, S. 149. 106) Ibid. S. 162, 
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m»te wieder mit dem ersten verbunden ist. Ist z Be p=35, 
m, =3, m,—=4, m,=3, so erhält man das in Fig. 49. wieder- 
gegebene Zehneck abede 
fghik. Die drei Peripherien 
müssen als zusammenfallend 
gedacht werden; natürlich 
müssen auch in jeder ein- 
zelnen Gruppe die Punkte 
so gewählt werden, dass ihre 
aufeinanderfolgenden Ver- 
bindungslinien sich gegen- 
seitig nicht durchkreuzen. 
„Zuculenter apparebü, figuras 
multicipli inscriptas, totidem 
habere perimetri complicationes 
positivas, quot circuli peri- 
pheriae dlam circumscribunt, excepta una.“ 

Die „complicationes negativae‘‘ kommen dadurch herein, dass 
der den mehrfach gezählten Kreis beschreibende Punkt nicht 
stets im gleichen Sinne sich bewegt. Alsdann wendet sich 
unser Verfasser zu einem uns hauptsächlich interessirenden 
Gegenstande, zur Diskussion der regelmässigen Figuren !”). 

Zunächst wird darauf aufmerksam gemacht, dass für jede 
beliebige Eckenzahl (>3)*) mehrere Arten regulärer Polygone 
existiren müssen. Um diese Arten charakteristisch darzustellen, 
wird, wie schon früher, von dem Bilde eines mehrfach zählen- 
den Kreises Gebrauch gemacht. 

Da das pte von dem (m — p)ten mEck nicht verschieden 
ist, so gibt es für die Eckenzahl m, je nachdem sie gerade 
oder ungerade ist, im Allgemeinen 








m m-t1 
ann 


verschiedene mEcke. Aber von diesen gehören nicht alle 
eigentlich hieher. Die weitere Untersuchung, wie diese un- 
eigentlichen Fälle ausgemustert werden müssen, ist von ein- 
facher Eleganz und gipfelt in dem allerdings blos induktorisch 


*) Streng genommen machen auch 4 und 6 eine Ausnahme. 


107) Meister, S. 163, 
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festgestellten Satz: Zässt sich die Eckenzahl pmal in zwei Sum- 
manden zerlegen, welche einen gemeinsamen Theiler besitzen, so 
sind p Vielecke, als durch Wiederholung anderer Vielecke von 
geringerer Eckenzahl entstanden, von der ursprünglich berechneten 
Anzahl abzuziehen. 

Hieran schliesst sich dann eine allerdings auch nur am 
speziellen Falle erörterte Unterscheidung der Kennzeichen, 
welche bestimmen, ob das durch Wiederholung das ganze 
mEck gewissermassen erschöpfende Polygon ein gewöhnliches 
oder sternförmiges (complicatum) ist. 

Hierauf bestimmt Meister den ‚numerus complicationum‘“‘, 
welcher sich identisch erweist mit der Anzahl der aufeinander- 
gelegten Kreisumfänge. Für die Grösse des Vieleckswinkels 
im nten mEck (mEck der nten Art) wird die Formel 

„ _ 2uz 
Mm 
gegeben. 

Auch über den Flächeninhalt der regelmässigen Polygone 
werden Betrachtungen angestellt. Es findet sich der Satz, dass 
dasjenige Vieleck die höchste Ordnungszahl besitzt, dessen 


I 


Zentriwinkel am wenigsten von > abweicht; dass diejenigen 


Polygone verschiedener Ordnungszahl flächengleich sind, deren 
Zentriwinkel gleichviel von diesem Werthe im entgegengesetzten 
Sinne differiren etc. Zum Schluss folgt dann noch eine recht 
hübsche Anwendung der vorher entwickelten Prinzipien auf 
die Bestimmung der Flächeninhalte solcher regelmässigen Viel- 
ecke, welche durch Seitenverlängerung aus einem gegebenen 
gewöhnlichen # hervorgehen, wobei freilich auch solche Figuren, 
die aus mehreren in einander verschränkten Vielecken bestehen, 
mitgerechnet werden müssen. Bezeichnet man die Flächen- 
inhalte der verschiedenen so erzeugten Polygone sukzessive mit 


Fr Fu F3..., 
den Zentriwinkel des ersten mit @, so bestehen die Relationen 
1 BER RE ERBE 


Auch wird angedeutet, dass und wie sich dieses Theorem 
für irreguläre Figuren generalisiren liesse. 
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Im weiteren Verlaufe betrachtet Meister!®) ein beliebiges 
reguläres Polygon, denkt sich eine Seite desselben verlängert 
und lässt dann das Polygon eine Reihe von Umwälzungen der- 
gestalt machen, dass immer eine neue Seite mit jener ersten 
zusammenfällt. Er’gelangt so dazu, einen von Maupertuis!) 
für gewöhnliche reguläre Vielecke bewiesenen Lehrsatz auf 
solche höherer Gattungen auszudehnen. Um die Sache noch 
von einer anderen Seite zu betrachten, denkt sich Meister 
die Figur konstruirt, welche man erhält, wenn man die sukzes- 
siven Lagen des nämlichen Eckpunktes mit einander verbindet, 
und lässt nun, im Anschluss an die oben beschriebene erste 
Erzeugungsart, eine Gerade parallel mit sich selbst so sich be- 
wegen, dass der eine Endpunkt den Umfang des Vielecks, der 
andere den jener Hülfsfigur beschreibt. Durch Zerlegung des 
überstrichenen Flächenraumes in 'Trapeze kommt er zu einer 
ganz allgemeinen Formel: Sind a,b, c...(r — ec), (r —b), 
(x — a) die verschiedenen im Vieleck auftretenden Winkel, so 
besteht, wenn die Seite —=1, die Eckenzahl = m, die Artenzahl 
— n gesetzt wird, die Gleichung 


— (n — 2) sina + (n — 4) sind — (n —6)snct...=0. 


Benützt ward die bekannte Relation: sina = sin (x — a). 
Allerdings gilt diese Formel nur für ungerade m, indessen 
lässt sich eine analoge Betrachtung auch für gerade anstellen. 

Der folgende zehnte Abschnitt „De figurarum conjunctione 
et separatione‘‘ hat eine prinzipiell weniger wichtige Stellung 
und kann hier ausser Acht gelassen werden; ganz anders ver- 
hält sich der elfte ‚De perimetri mutationibus salva figurae area“ '!). 
Hier gelangt Meister zu einem Satze, dessen allgemeine 
Formulirung etwa so erfolgen könnte: 

Gegeben sind in derselben Ebene zwei Polygone. Ist es mög- 
lich, in dieser Ebene zwei Punkte so zu bestimmen, dass die von 
ihnen bezüglich nach den Eckpunkten beider Polygone gezogenen 
Projektionsstrahlen eine zur Verbindungslinie jener Punkte par.al- 
lele Gerade in den nämlichen Punkten treffen, so sind die beiden 
Polygone inhaltsgleich. 

Der Fall, wo die beiden Punkte, aus welchen projizirt 





108) Meister, S. 169. 109) Maupertwis, Quadrature et rectification 
des figures formees par le roulement des polygones reguliers, Mem. de 
lacad. de Paris, annde 1727, 110) Meister, S. 175. 
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wird, in Einen unendlich entfernten zusammenrücken, wird 
gesondert betrachtet. 

Den Schluss der ganzen Abhandlung!!!) endlich bildet eine 
allgemeine Auflösung des Problems, Vielecke irgend welcher 
Art in flächengleiche Dreiecke zu verwandeln. Suchen wir 
uns jetzt ein Gesammtbild von Meister’s Leistungen zu ver- 
schaffen, so können wir sagen: 

Die Stellung Meister's zu seinen Zeitgenossen ist eine durchaus 
eigenartige. Ihm verdankt der allgemeine Begriff des Vielecks, in 
dessen Constiluirung nur ein einziger Mathematiker, A. Girard, 
ihm vorgearbeitel halle, seine endgültige Präzisirung. Abgesehen 
von einzelnen neuen Theoremen knüpft sich an seinen Namen be- 
sonders der ausgedehnte Gebrauch phoronomischer Betrachtungen, 
die Unterscheidung der verschiedenen ‚‚Ufer‘‘ einer Geraden, die 
in der Analysis silus so wichtig werden sollte, und die Einführung 
des Begriffes positiver und negativer Flächentheile. 

$. 14. Wir benützen die hier sich bietende Gelegenheit, 
gleich einiger Arbeiten Erwähnung zu thun, aus denen hervor- 
geht, dass ihre Verfasser auf dem von Meister gelegten 
Grunde fortbauten. Freilich haben dieselben es nicht eigent- 
lich mit der Theorie der Sternvielecke zu thun; allein wir 
haben uns im Verlaufe unserer bisherigen Untersuchungen be- 
reits zur Genüge überzeugt, dass wir unsere Aufgabe nur dann 
wirklich zu lösen im Stande sein werden, wenn wir alle gei- 
stigen Bestrebungen mit in unsern Bereich ziehen, welche mit 
der richtigen Auffassung des verallgemeinerten Vieleckbegriffes 
zu thun haben. So wird uns ein wahres Verständniss der 
Entstehungsgeschichte der sternförmigen Polyäder erst dadurch 
sich anbahnen, dass wir uns genau darüber Rechenschaft geben, 
wie man in den verschiedenen Zeiten, von der primitiven Auf- 
fassung der Griechen bis zu Poinsot, sich das eigentliche 
Wesen eines Polyöders zurechtlegte. Doch hiervon später. 

Eine Reihe bemerkenswerther Fälle hat uns Baltzer!!?) 
namhaft gemacht; so hat sich der um eine rationelle Auf- 
fassung geometrischer Dinge hochverdiente L’Huilier'!?) an- 
scheinend zuerst in die durch Meister vorgezeichnete Bahn 





111) Meister, 8. 176. 112) Baltzer, Die Elemeute der Mathematik, 
2. Band, Leipzig 1870. 8. 68. 113) L’Hwuilier, De relatione mutua capa- 
citatis et terminorum figurarum geometrice considerata, Varsoviae 1782. 
9201 
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gefunden. Auf sphärische Figuren übertragen finden wir 
analoge Betrachtungen bei Lexell. Man hatte sich zu seiner 
Zeit daran gewöhnt, unter einem sphärischen Dreieck ganz 
ausschliesslich ein solches zu verstehen, dessen drei Seiten je 
kleiner als 90° waren, obschon bereits Girard bei seinem so 
höchst gelungenen Versuche, die Fläche eines solchen Dreiecks 
zu bestimmen, die Seiten über die ganze Kugelfläche verlängert 
hatte. Lexell hob die bisherige Beschränkung auf und kam 
so naturgemäss auch auf Figuren, deren Perimeter sich selbst 
schneidet. Eine solche Bemerkung lässt sich an Fig. 50. an- 
knüpfen!!%). ‚Si in superficie sphaerae 4 
ires sumantnr puncla A, BD, V, palet semper v 
bina quaecunqgue eorum, duobus arcubus Nee, 
circulorum maximorum Jungi posse, uno { 7 
scilicet arcu semicirculo minore, altero 
tantundem majore existenle; hincque si per 
iriangulum sphaericum intelligatur figura, quae äÄncluditur tribus 
arcubus circulorum masximorum, palet jungendo tria puncta A, B, V 
omnino octo formari posse triangula sphaerica. Scilicet si bini arcus 
AB et 360° — AB indicentur per v, v’, similitergue bini arcus 
AV, 360° — AV per a,d, per b,b’ et BV, 360° — BV octo haec 
triangula orientur per combinationes diversas trium a vel da’, b vel b’“., 
Unter diesen Dreiecken ist nun auch eines, dessen Seiten die in 
der Figur gezogenen Bogen AV, VB, BA sind, dessen Umfang sich 
also selbst durchsetzt; in richtigem Verständniss von Meister’s 
Auffassung sagt Lexell: ,‚‚Ouo quarto vero observare convenit, 
arcus AV, BV antequam ad A, B pervenerint, se in V’ intersecare, 
ubi igitur area trianguli censeri debel aequalis differentiae inter 
segmentum sphaericum VUV'TV et triangulum AV’B“. Auch 
bei anderen Gelegenheiten!'?) kommt Lexell auf solche Schlüsse 
zurück. 

Diese Konzeption des allgemeinen Vielecks scheint auch 
Gauss bei der Aufstellung seiner bekannten allgemeinen Formel 
geleitet zu haben, welche aus den Eckpunktskoordinaten 


B 
Fig. 50. 
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114) Lexell, Solutio problematis Geometrici ex doctrina sphaericorum, 
Acta acad. scient. imper. Petrop. 1781, I. S. 124 ff. 115) Id. Demon- 
stratio nonnullorum theorematum ex doctrina sphaerica, Ibid. 1782, I. S. 91. 
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bestimmen lehrt!!%). Gauss spricht wenigstens nicht von Aus- 
nahmefällen, und die Formel gilt in der That für jedes will- 
kürliche einfache oder sternförmige Polygon. 

Völlig spontan scheint auch bei Möbius die Herausbildung 
des allgemeinen Begriffes, was man unter Vieleck und dessen 
Fläche zu verstehen habe, sich vollzogen zu haben; wenigstens 
bemerkt man bei ihm keine direkte Einwirkung Meister’scher 
Ideen. Sein Gedankengang kommt auf Folgendes hinaus. 

Man hat!!”) fünf Punkte in der Ebene und zieht zwischen 
denselben alle nur. möglichen Verbindungslinien. Kennt man 
dann die Flächeninhalte der fünf Dreiecke, welchen stets drei 
aufeinanderfolgende Eckpunkte des Fünfecks als Ecken zu- 
kommen, so kann man den Flächeninhalt der ganzen Figur 
berechnen. Allein die hierzu dienliche Bestimmungsgleichung 
ist quadratisch, und es fragt sich nun, wie man den hierdurch 
signalisirten doppelten Werth geometrisch zu deuten habe. 
_ Dies erledigt sich einfach so, dass jener Wurzelwerth geome- 
trisch konstruirt wird, und es ergeben sich so, dem doppelten 
Vorzeichen zufolge, im Allgemeinen zwei Fünfecke, deren jedes 
gleicherweise der Bedingung genügt. Hierbei kann es sich 
aber ereignen, dass das resultirende Fünfeck kein gewöhnliches 
ist, sondern dass sein Umfang Doppelpunkte 'aufweist, deren 
es bekanntlich 2, 3 und 5 geben kann. Möbius bildet diese 
Formen sämmtlich ab und definirt dann, dass das, was man 
im einfachsten Falle als Flächeninhalt. des Fünfecks bezeichnet 
hatte, unter den nöthigen Kautelen seine Gültigkeit beibehält. 
Diese Kautelen bestehen darin, dass der Sinn einer Dreiecks- 
fläche beachtet, d. h. den Dreiecksflächen 42C und COBA ein 
entgegengesetzter Sinn beigelegt werde, wie dies aus einer 
früheren Definition von Möbius!!®) hervorgeht. 

Diese Betrachtungen werden dann auf ganz willkürliche 
Vielecke von sich selbst durchkreuzendem Perimeter ausgedehnt, 
und man kommt zu folgendem für den Flächeninhalt eines all- 
gemeinen Sternvieleckes wichtigen Theorem !!?): 


DR 





116) Carnot, Geometrie der Stellung oder über die Anwendung der 
Analysis auf Geometrie, deutsch v. Schumacher, 2. Theil, Altona 1810. 
S. 362. 117) Möbius, Der barycentrische Caleül, ein neues Hülfsmittel 
zur analytischen Behandlung der Geometrie, Leipzig 1827. S. 218. 118) 
Ibid. 8. 21. 119) Ibid. S. 220. 
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Hat man ein ganz willkürlich geformtes ebenes Polygon 
AB...MN und nimmt in dessen Ebene einen beliebigen Punkt P 
an, der mit den einzelnen Eckpunkten durch Gerade verbunden ist, 
. so ist die Summe 


PAB+PBC+H... 12 PMN- PNA 


von der Lage von P ganz unabhängig und repräsentirt den rich- 
tigen Ausdruck für den Flächeninhalt des Polygons. 

Aehnliche Bemerkungen finden sich anch in Möbius’ 
Statik, und noch am Abend seines Lebens hat der berühmte 
Mathematiker auf jene Prinzipien eine umfassende Theorie der 
ebenen Figuren gegründet, welche wir später im Zusam- 
menhange zu besprechen haben werden. Die hier skizzirten, 
von allen früheren oder gleichzeitigen Leistungen unbeeinflussten 
Festsetzungen, welche für die Lehre von den Sternpolygonen 
grundlegend sind, hatten wir im Auge, als wir bei unserer 
früheren geschichtlichen Arbeit über diesen Gegenstand dem 
Verfasser des ‚‚Apercu historique“ die Nichtberücksichtigung 
der Verdienste des deutschen Geometers zum Vorwurfe 
machten !?°), 

$S. 15. War der vorige Paragraph hauptsächlich angelegt, 
das Terrain darzustellen, auf welchem sich die für die Lehre 
von den sSternfiguren so epochemachende Erfindung von 
Poinsot vollziehen sollte, so möge hier jetzt eine analage 
Charakterisirung derjenigen Bestrebungen folgen, welche 
Poinsot’s Entdeckung vorbereiten half. Wir glauben uns 
keinem Einwurfe auszusetzen, wenn wir den doppelten Cha- 
rakter von Poinsot’s grosser Neuerung in dieser Weise fest- 
stellen, denn in der That wird uns aus dem Studium seiner 
Werke die Art und Weise deutlich werden, wie ihm die Er- 
findung neuer analytischer aber planimetrisch verwendbarer 
Lehrsätze schliesslich auch zur Entdeckung ganz neuer räum- 
licher Gebilde verhalf. Aber keine Umgestaltung vollzieht sich 
auf dem Boden der Wissenschaft isolirt; immer muss das Feld 
der Forschung bis zu einem gewissen Grade bearbeitet sein, 
und so wollen wir jetzt dazu übergehen, eine natürlich nur 
skizzenhaft gehaltene Uebersicht über die wichtigsten Fort- 
schritte einzuschalten, welche sich im Gebiete der Polyädro- 
metrie bis zu Poinsot’s Zeit namhaft machen lassen. 


120) Möbius, Lehrbuch der Statik, 1. Theil, Leipzig 1837. S. 65 ff. 
4% 
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Schon im Jahre 1532 hatte der Sicilianer Maurolycus 
die freilich noch etwas schattenhafte Idee gefasst, dass durch 
die ganze Körperwelt ein grosses Gesetz sich hindurchziehen 
müsse, jenes Gesetz, welches wir jetzt mit dem Namen der 
Dualität bezeichnen, und hatte so, wie dies T. Müller zuerst 
wahrgenommen hat!?!), die Existenz polar zugeordneter Körper 
prinzipiell anerkannt*). Ohne von diesem Vorgänger Kenntniss 
zu haben, unterwarf der uns bereits bekannte Meister die 
Lehre von den dualen Beziehungen der Körper einer gründ- 
lichen Untersuchung, die sich würdig seinen Leistungen auf 
einem ähnlichen Gebiete der ebenen Geometrie zur Seite stellt. 
Seine Erklärung polar-zugeordneter oder, wie er sich ausdrückt, 
reziproker Körper ist diese!??): 


„Corpora reciproca voco quorum utrumcunque tot habet angulos 
solidos, quot alterum latera; hinc et lot latera, quot alterum angulos 
solidos. Esto itaque, in corpore altero A, numerus laterum = m, 
index ordinis = n, numerus angulorum solidorum = n + 4, erit 
in altero corpore B, vi problemalis, numerus angulorum solidorum 
Y+4=m; a quo si auferatur quaternarius, residuum m — 4 
eröt index ordinis quaesüus v“. 

Dann bedarf es allerdings noch eines Beweises, dass die 
Seitenzahl des zweiten Körpers 2 gleich (n + 4) sein muss; 
dieser Beweis wird apagogisch geführt. So sind nach den von 
Meister!??) selbst angeführten Beispielen, etwa Würfel und 
Oktaöder, Dodekaöder und Ikosaöder reziprok zugeordnete 
Körper, während der dreiseitigen Pyramide wieder eine solche 
entspricht. Ueber solche polare Gebilde folgt dann eine Reihe 
mit der bei Meister gewohnten Feinsinnigkeit geführter 
Untersuchungen, auf die weiter einzugehen uns hier nicht ver- 
stattet ist. 

Gehörten die bisher besprochenen Gegenstände mehr in 


*) Wir registriren die Fortschritte, welche die Stereometrie in der 
Erkenntniss jenes Fundamentalgesetzes nach und nach machte, auch 
deshalb sorgsamer, weil sich aus ihrer Darstellung vielleicht Einiges für 
die Genesis der Poinsot’schen Entdeckung folgern lassen wird. 


121) Müller, Zur Geschichte des Dualismus in der Geometrie, Archiv 
d. Math, u. Phys., 35. Band. S, 1 ff. 122) Meister, Commentatio de so- 
lidis geometrieis pro cognoscenda eorum indole in certos ordines et versus 
‚ disponendos, Comment. Gotting. Tom. VII. S. 39. 123) Ibid. 8. 40, 
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das Gebiet der Geometrie der Lage, so hatte auch manch 
anderes Gebiet im laufenden Jahrhundert bedeutende Be- 
reicherungen erhalten. Der Begriff der Aehnlichkeit und 
Aehnlichgleichheit (Symmetrie oder ÜCongruenz) war durch 
Robert Simson genau analysirt worden!?*); derselbe wies 
in den betreffenden Stellen Euklid’s Irrthümer nach, die er 
verbesserte und an deren Stelle er korrekte Definitionen sich 
zu setzen bemühte. Für beide Arten geometrischer Forschung 
in diesem Bereiche, für die metrische sowohl wie für die 
projektivische, war die Erfindung jenes berühmten Theoremes 
von höchster Wichtigkeit, welches der üblichen obwohl historisch 
ungenauen Bezeichnungsweise zufolge Euler’s Namen trägt 
und für die Lehre von den durch Ebenen begrenzten Körpern 
gewiss dieselbe Bedeutung beanspruchen kann, wie das Ohm’- 
sche Gesetz für die Elektrizitätslehre. 


Stillschweigend vielleicht schon von Archimedes seiner 
Klassifikation der halbregulären Körper zu Grunde gelegt, fand 
dies Gesetz zuerst bei Descartes den festen mathematischen 
Ausdruck !?5) — ein historisches Faktum, auf welches zuerst 
Baltzer'?°) die Aufmerksamkeit der Gelehrten gelenkt zu 
haben scheint. Cartesius scheint induktorisch auf dasselbe 
sekommen zu sein, indem er Betrachtungen über die Art und 
Weise anstellte, wie man aus der gegebenen Anzahl von Be- 
stimmungsstücken eines Poly&ders auf seine Natur, d. h. die 
Beschaffenheit seiner Körperwinkel schliessen könne. So mag 
er zuerst aus gegebenen Figuren sich Körper, wie- den von 
4 Sechsecken und 4 Dreiecken eingeschlossenen 1?7)*) zusammen- 
gestellt und an diesen Abzählungen vorgenommen haben. Jeden- 
falls steht fest, dass Euler ganz unabhängig hiervon den Satz 


*) Die Konstruktion. solcher Körper spielt auch eine Rolle in dem 
bekannten Streite!?°) zwischen Cardan und Tartaglia. Kannten viel- 
leicht jene Männer schon das Euler’sche Theorem, welches so kom- 
plizirte Aufgaben fast unbedingt zu ihrer Lösung benöthigen ? 





124) Euclid’s Elements, ed. by R. Simson, Glasgow 1735. 8. 388 ff. 
125) Baltzer, Elemente, S. 213. 126) /d. Zur Geschichte des Euler’- 
schen Satzes von den Poly@dern, Berl. akad. Ber, 1861. S. 1046. 127) 
Oeuvres inedites de Descartes par M. Le cte. Foucher de Careil, II. partie, 
Paris 1860. 8. 220. 128) Egen, Handbuch der allgemeinen Arithmetik, 
2. Theil, Berlin 1849, S. 206. 
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aufgefunden und auch zuerst bewiesen hat!?”). Diesem ersten 
Beweise sind dann bis in die neueste Zeit noch sehr viele 
andere*) gefolgt. Freilich nahm man vorerst noch die All- 
gemeingültigkeit des Euler’schen Satzes an und beging da- 
durch Fehler, bis L’Huilier zuerst die geltenden Ausnahme- 
fälle aufstellte!®!), und dann später Hessel!??) die endgültige 
Scheidung aller Polyeder in Euler’sche und Nicht-Euler’sche 
vollzog. Bekanntlich ist es seitdem möglich geworden, dieser 
Definition eine bessere zu substituiren, indem die von Rie- 
mann???) für die Oberflächen aufgestellte und von Helmholtz 
auf Räume ausgedehnte?!) Eintheilung nach dem ‚„Zusammen- 
hang‘‘ beide Gattungen in einfachster Weise unterscheidet. 
Wir sind so bis zum Abschluss des Jahrhunderts gelangt 
und können damit die erste Hälfte unserer historischen Dar- 
stellung — wir könnten sie die unsystematische Periode nennen 
— als abgeschlossen betrachten. Mit dem ersten Jahre des 
neuen Säkulums tritt auch eine entschiedene Wendung in der 
Lehre von den ebenen und räumlichen Sternfiguren ein, der 
. ganze Stoff gewinnt seine feste analytische wie geometrische 
Basis, und die Aufgabe des Geschichtschreibers erleichtert 
sich um ein Wesentliches. Deshalb und weil wir nun an eine 
Zeit herantreten, deren Beschreibung noch kaum der Geschichte 
anheimfällt, dürfen wir uns von jetzt ab um Vieles kürzer 
fassen, als es uns in unserer bisherigen Darstellung gestattet war. 
$. 16. Verfolgt man Poinsot’s Erfindung bis zu ihrem 
Ursprung, so erkennt man bald, dass sie aus zwei ganz ver- 


*) Dem von Baltzer gelieferten Literaturnachweise (a. a. O.) möchten 
wir noch einen Beweis von Seidelin'3) angereiht wissen, welcher mit 
Vortheil den Schluss von n auf (n + 1) anwendet. 


129) Euler, Demonstratio nonnullarum insıgnium proprietatum, qwibus 
solida hedris planis inclusa sunt praedita, Nov. Comm, Petrop. 1758. 8.156. 
130) Seidelin, Bevis for en Satning af Stereometrien, 'Tychsen Tidsskrift 
for Mathematik, VI. S. 22. 131) L’Huilier, Demonstrations diverses dw 
theoreme d’Euler sur les poliedres, Gergonne, Annales de math. pures 
et appliqu. III. S. 178. 132) Hessel, Nachtrag zu dem Euler’schen 
Lehrsatze von den Polyödern, Journ. f. d. reine u. angew. Mathem,, 
8. Band; 8..13-1, 133) Riemann, Lehrsätze aus der Analysis situs für 
die Theorie der Integrale von zweigliedrigen vollständigen Differentialien, 
Ibid. 54. Band. S. 105. 134) Helmholtz, Ueber Integrale der hydro- 
dynamischen Gleichungen, welche den Wirbelbewegungen etc., Ibid. 
55. Band. S. 26. 


* 
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schiedenen Wurzeln hervorgeht. Wir haben oben ($. 9.) ge- 
sehen, wie Kepler die hier zu lösende Aufgabe bereits so weit 
gefördert hatte, dass die Identität der Anzahl verschiedener 
Diagonalen eines regelmässigen Vielecks mit der Anzahl der 
reellen Wurzeln der betreffenden Kreistheilungsgleichung ihm 
klar zum Bewusstsein gekommen war. Allein nicht jeder 
einzelnen unter diesen verschiedenen Diagonalen entspricht 
auch ein besonderes Sternvieleck; um vielmehr aus jener Ge- 
sammtsumme die Anzahl dieser letzteren abzuscheiden, bedarf 
es einer neuen Untersuchung, die im Wesentlichen zahlen- 
theoretischen Charakters ist. Damit also Poinsot mit Einem 
Schlage seine grosse Neuerung ins Leben rufen konnte, war 
es nothwendig, dass er auch in dieser Hinsicht alle Vorarbeiten 
bereits fertig vorfand. Und in der That hatte ihm Euler 
bereits tüchtig den Weg geebnet, wie sich dies im Verlaufe 
unserer Darstellung ergeben wird. Vor Allem musste die Vor- 
frage erledigt sein: Wie viel ganze Zahlen giebt es kleiner 
als eine gegebene Zahl, die zu dieser letzteren sämmtlich 
relative Primzahlen sind. Die Antwort auf jene Frage hatte 
bereits Euler!?°) in richtiger Weise gegeben, und von seiner 
Auflösung konnte demnach Poinsot bereits Nutzen ziehen. 
Im gleichen Jahre, wo er seine Arbeit veröffentlichte, be- 
handelte auch Gauss!?%) den Gegenstand in ungleich elegan- 
terer Weise; doch kam dieser Beitrag wohl nicht mehr recht- 
zeitig zu Poinsot’s Kenntniss. 


Derselbe erklärt in seiner Einleitung sein Thema für einen 
Bestandtheil der „Geometrie de sätuation‘‘!?”). Dieses Wort fasst 
er im Sinne d’Alembert’s, erklärt ausdrücklich, dass Carnot 
etwas anderes darunter verstanden habe, und macht auch die 
Untersuchungen Euler’s und Vandermonde's als hierher 
gehörig namhaft. Die Hereinziehung der ersteren kommt uns 
etwas seltsam vor, denn dieselbe zeigt sich bei genauem 
Studium überhaupt nicht als eine mathematische, sondern als 


135) Euler, Supplementum quorundam theorematum arithmeticorum, 
quae in nonnullis demonstrationibus supponuntur, Nov. Comm, Petrop, 
PAVIlS. 74. 136) Gauss, Disquisitiones arithmeticae, Lipsiae 1801. 
S. 30. 137) Poinsot, Memovre sur les polygones et les polyedres, Journ. 
de l’Ecole polyt., Dixieme cahier. S. 16. 
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eine rein empirische'®®). Das Wesen der Geometrie der Lage, 
wie wir sie jetzt verstehen, ist überhaupt ein ganz anderes, 
indem v. Staudt’s Auffassung sich mehr derjenigen Carnot’s, 
als der d’Alembert’s nähert; eher dürfte das, was man jetzt 
analysis silus nennt, in Beziehung zu dem Forschungskreise 
Poinsot’s stehen. Analysiren wir aber die einzelnen hier 
erwähnten Arbeiten eingehender, so möchte unser Endurtheil 
ungefähr dahin lauten, dass Euler’s und Vandermonde’s 
Betrachtungen über das Rösselsprungproblem in dem Fache 
unterzubringen seien, welches man nach dem Vorgang eng- 
lischer. Mathematiker jetzt gewöhnlich als die Lehre von der 
geometrischen Wahrscheinlichkeit zu bezeichnen pflegt, dass 
dagegen Poinsot’s Forschungen als topologische im Sinne der 
Listing’schen Terminologie passiren müssen. 

Den wissenschaftlichen Eingang der Abhandlung bilden 
Definitionen. Nachdem der Begriff des hohlen und erhabenen 
Winkels festgestellt ist, wird erklärt, was man unter einem 
convexen Polygon zu verstehen habe, dies Wort in einer uni- 
verselleren als der gewöhnlichen Bedeutung gefasst. Da 
Poinsot’s Definition sofort den allgemeinen Vielecksbegriff 
in sich aufnimmt, so möge sie in ihrer charakteristischen Form 
hier reproduzirt werden !?P): 

„St la droite qui reforme le polygone en se pliant successive- 
ment sur les cötes, ne fait qu'une fois le tour de Vespace angulaire, 
le conlour ne peut Eelre coupe par une droile en plus de deux 
points; mais si la droite mobile doit faire, avant d’achever la figure, 
deux ou un plus grand nombre de fois le tour enlier de lespace 
angulaire le conlour peut Eelre coupe par une droite en plus de deux 
points sans quü cesse d’elre convexe, dans la rigoureuse Brenn 
de la convexite“. 

Hierdurch ist die weitere Folgerung vorbereitet, dass im 
Allgemeinen zu jeder „Ordnungszahl“ (ordre) verschiedene 
„Arten“ (especes) von Vielecken gehören; als erste Art gilt das 
gewöhnliche Vieleck im Sinne der Alten, alle übrigen Arten 
fallen unter den Begriff der Sternpolygone*). 


*) Dieser Bezeichnungsweise haben auch deutsche Mathematiker, vor 


138) Euler, Solution d’une question curieuse qui ne paroit soumise & 
aucune analyse, sur la marche du cavalier sur l’echiquwier, M&m. de l’acad. 
de Berlin, 1759. 8. 310 ft. 139) Poinsot, 8. 20. 
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Wie viele aber? An diese Frage tritt Poinsot sofort 
heran, gestützt auf die oben signalisirten Daten der Zahlen- 
lehre. Er denkt sich eine Anzahl von Punkten gleich jener 
Ordnungszahl äquidistant auf der Peripherie eines Kreises 
markirt und verbindet den (willkürlich herausgegriffenen) 
Punkt 1 mit Punkt A, diesen mit 2A—1)u.s. f. Ist dann m die 
Ordnung des Vielecks, so erhellt zunächst Folgendes '?): 

Die Anzahl der der Ordnungszahl m entsprechenden Arten 
findet man, wenn man abzählt, wie oftmal jene Zahl h verschieden 
gewählt werden kann, ohne dass der resullirende Linienzug auf- 
hört zum Punkte 1 zurückzuführen. So oft dies angeht, so 
oftmal erhält man ein geschlossenes Vieleck der Ordnungszahl m, 
dessen Winkelsumme den Werth 

(m — 2h) 
besitzt. 

Es lässt sich aber für diese Anzahl der Arten auch ein 
sehr eleganter independenter Ausdruck gewinnen. Durch eine 
sehr einfache Betrachtung gelangt Poinsot zu dem Funda- 
mentalsatz der Lehre von den Sternfiguren: 

Ist 

MI 0RDI VI 0% 
so ist die Anzahl der von einander verschiedenen Vielecksarlen 


72-009 


So giebt es denn also beim Fünfeck 2, beim Siebeneck 3, 
beim Elfeck 5 Arten; beim Achteck blos zwei, welche, wenn 
man bei unserer Eintheilung strikte verbleiben will, bezüglich 
als erste und dritte aufgeführt werden müssen. Beim Sechseck 
haben wir 6 
N-PMU-HU-d-l, 


also giebt es nur eine einzige Art. Poinsot bildet!?!!)*) aller- 





Allem Wiener, sich angeschlossen, und so werden auch wir hier an der- 
selben festhalten. 

*) Poinsot kann streng genommen der Erste genannt werden, welcher 
die Scheidung der Vielecke in wirkliche und nur scheinbare Sternvielecke 
(in einander gelegte gewöhnliche) Vielecke mit der nöthigen Schärfe durch- 
führte. Indess hatte, wie wir früher bemerkten '#), Kepler bereits den 
alten Ballast des sternförmigen Sechsecks über Bord geworfen. 


140) Poinsot, 8. 22. 141) Ibid. Figurentafel. 142) Günther- 
Sparagna, 8. 336. 
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‘ dings auch das uns in früheren Darstellungen so häufig ent- 
gegengetretene irrthümliche Sternsechseck ab, fügt aber die 
charakteristischen Worte bei: ‚„Zxagone de la 2°”e espece en 
apparence, mais ce n'est que ÜAssemblage de deux triangles mis 
en Croix V’un sur lautre“. 

Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, dass alles Bisherige 
auch vom willkürlichen Vieleck gilt, welches ja durch einfache 
Deformation aus dem regulären gebildet werden kann. Der 
Kreis diente lediglich zur bequemeren Fixirung der Vorstel- 
lungen. 

Im zweiten Abschnitt seines Essai macht Poinsot eine 
Anwendung des bis dahin Vorgetragenen auf ein mechanisches 
Problem'#?). Wir wollen dasselbe hier nur kurz berühren, 
indem wir nur statt Poinsot selbst lieber O. Terquem 
(s. 0. $. 9.) zum Führer wählen, der jene Darstellungsweise 
bedeutend vereinfacht hat. Wir müssen dabei bemerken, 
dass bei letzterem die Artenzahl immer um eine Einheit gegen 
Poinsot erniedrigt erscheint. Terquem also formulirt die 
Aufgabe so !#): 

„Un fil forme passe a lravers n anneaux, entre lesquels il 
peut glisser; les anneaux sont lires par des forces egales divisant 
l’espace angulaire, en parlies egales. Le fil, dans le cas de lequi- 
libre, formera un polygone regulier de n cötes de loute espece: on 
demande la grandeur de la tension‘“. 

Die Grösse der Spannung findet sich leicht, indem man 
jede Einzelkraft = 1 setzt und dieselbe nach den Seiten des 
Polygons in zwei Komponenten zerfällt. Dieselbe ist ihrem 
numerischen Werthe nach gleich 

ra 


2.00 (m 2949 





und wird also für »y=2, d. h. für das gewöhnliche Vieleck, 
ein Grösstes. 

Im Anschluss an diese Auffassung des Sternvielecks als 
Seilpolygon wird dann eine weitere Frage diskutirt, welche 
recht eigentlich topologischer Natur ist!#). Abstrahirt man 
von der nicht gerade erforderlichen Einkleidung, so gewinnt 
man die wichtige Thatsache !!%): Sämmtliche Kanten und Diago- 


143) Poinsot, 8. 25 ff. 144) Terquem, 8. TI. 145) Poinsot, S. 28. 
146) Terquem, 8. 73, 
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nalen eines Polyeders von ungerader Eckenzahl lassen sich in einem 
einzigen Zuge beschreiben; nicht aber güt dies für eine gerade 
Eckenzahl. Der analoge Satz für (ebene oder windschiefe) Poly- 
gone ist natürlich nur ein Korollar hiezu. 

Wie oft dies aber auf verschiedene Weise möglich sei, 
bleibt unerörtert. Terquem'?) macht dazu die Bemerkung: 
„La determination du nombre des solutions possibles pour un nombre 
impair de points est un probleme dont la solution est a desirer. 
Je Fai propose a plusieurs geomelres dislingues, sans rien obtenir. 
Le jeu du domino presente une question de ce genre: de combien 
de manieres peut-on placer sur une seule ligne tous les dominos, en 
observant la loi du jeu?“ Acehnliche Fragen sind in neuester 
Zeit von Reiss!‘) mit Erfolg behandelt worden, indem er 
die Dominosteine zu einer die Spielregeln einhaltenden kreis- 
förmigen Reihe anordnet und für die Anzahl der alsdann vor- 
handenen „zirkularen Kombinationen“ eine independente Formel 
ausmittelt. | 

8.17. Bis hierher reicht Poinsot’s Erfindung; durch sie 
war es ihm möglich geworden, eine Menge bis dahin blos lose 
an einander gereihter Thatsachen zu einem organischen Ganzen 
zu verbinden. Indem er aber nun sich in den Raum erhob 
und alles, was er für zwei Dimensionen bewiesen hatte, auch 
auf drei auszudehnen versuchte, gelang ihm eine Entdeckung, 
welche noch jetzt als eine völlig eigenartige dasteht. 

Poinsot bespricht zuerst die regelmässigen Körper der 
Alten !#), indem er in edler Bescheidenheit die Gründe angiebt, 
welche dieselben wohl an Erfindung neuer analoger Körper- 
formen verhindert hätten — im Grunde die nämlichen, welche 
eben überhaupt ein Heraustreten der griechischen Mathematiker 
aus den ihnen geläufig gewordenen Bahnen unmöglich machten. 
Er selbst aber hält es nur für nöthig, den für die Ebene 
bereits gewonnenen Begriff des ‚‚Konvexen“ auch für den Raum 
zu verwerthen, wozu dann natürlich auch eine entsprechende 
Fassung der Kunstwörter „/ace“ (Seitenfläche), „areie“ (Kante) 
und „sommet‘“ (Ecke) gehört. Unter ersterer hat man einfach 
die Gesammtheit aller in der nämlichen Begrenzungsebene ge- 


147) Terquem, 8. 74. 148) Reiss, Evaluation du nombre des com- 
binaisons desquelles les 28 des d’un jew dw Domino sont susceptibles 
d’apres la regle de ce jew, Annali di matematica pura ed applicata, con- 
tinuazione Tomo V, S. 63 fi. S. 90 ff. 149) Poinsot, 8, 34, 
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legenen Figuren zu verstehen; so wird es beispielsweise nie- 
mand einfallen, das gewöhnliche Dodekaöder von 60 Dreiecken, 
statt von 12 Fünfecken eingeschlossen anzusehen '?’). Und so 
liegt denn offenbar der allerdings an dieser Stelle noch nicht 
in Worte gefasste Schluss nahe: Warum sollten wir uns als 
Begrenzungsfigur nicht auch ein Sternpolygon denken können ? 
Denken wir uns also den Begriff der Seitenfläche in der nöthigen 
Allgemeinheit, so wird uns auch die bezügliche Deutung von 
' Kante und Ecke nicht schwer fallen. Nachdem diese ein- 
leitenden Begriffe klar gelegt und mit einer Erörterung ver- 
bunden sind !5), in welcher Weise die dem Polyäder zugeord- 
neten sphärischen Polygone von den gewöhnlichen abweichen 
werden, beginnt wiederum der rechnerische Theil der Studie. 
Man nehme ein ebenes reguläres Polygon von n Seiten und 
denke sich dasselbe auf die Kugelfläche projizirt, wo dann 
ein sphärisches ebenfalls reguläres und n seitiges Polygon ent- 
TC 


steht; ist dann @ der Werth eines der Winkel 5 = gesetzt) ; 


so findet sich nach Girard’s Theorem der Flächeninhalt 
F=an—2n-+4. 


Auf der Kugel mögen sich 7 solcher Polygone befinden, 
welche jedoch nicht einmal blos, sondern mehrmal die Sphäre 
bedecken; Z möge diese Anzahl sein; dann gilt die Gleichung 


H(an—-2n+4A=SE. 


Um jeden Eckpunkt herum sollen g Winkel liegen, die e mal 
den Winkelraum von vier Rechten erfüllen, dann ist 
4e 
a—=-—. 
q 


Die Zahlen 4 und e haben ersichtlich auch eine direkte Be- 
ziehung zu dem Polyöder, welches in der angegebenen Weise 
der Kugel eingeschrieben ist; 4 ist nämlich die Anzahl der 
Seitenflächen, e die Art des Polyäders (diesen Begriff von 
der Ebene auf den Körper ausgedehnt). Durch Substitution 
resultirt die Schlussgleichung !??) 


a( —2n +4)—8E; 





150) Poinsot, S. 35. 151) Ibid. 8. 37. 152) Ibid. S. 37. 
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„el celte equalion aux cing indeterminees, H, n, g, e, E, donne 
tous les polyedres reguliers que l'on peut construire avec des poly- 
gones ordinaires‘“. 

Setzt mn Z=e=1, so hat diese Gleichung 5, mit Aus- 
nahme von a, ganzzahlige Auflösungen, welche in der Existenz 
der fünf platonischen Körper ihr reelles Substrat finden. Un- 
gleich schwieriger gestaltet sich selbstverständlich die Sache, 
wenn auch e und Z in dem gegebenen Intervalle ganzer Zahlen 
zwischen 


und 22: 


variiren dürfen. Poinsot verzweifelte auch an einer all- 
gemeinen Auflösung, „guant aux polyedres“ — sagt er!) — 
„despeces superieures, quoiqu'un puisse egalement faire Tenume- 
ration de ceux qui sont possibles, leur existence demeure incer- 
laine, et nous n’avons pu elablir que dans un petit nombre de 
cas‘, Allein glücklicherweise sind eben diese „sehr wenigen“ 
Fälle die einzigen möglichen. 

Poinsot, dem es ja, insofern er prinzipiell an eine Be- 
stimmung der Gesammtanzahl denkbarer Lösungen nicht glaubte, 
nur auf Einzellösungen ankommen konnte, hilft sich dadurch, 
dass er nur zwei Lösungen analytisch, zwei andere geometrisch 
aufsucht. Zuerst findet er 


Te edge HS 20ER, 
alsdann 


Be na Han ni: 





Durch diese Zahlen sind zwei wirkliche neue Polyäder, und 
zwar Sternpoly&der, gegeben, von Poinsot ‚„nouvel icosaedre“ 
und „nouveau dodecaedre“ genannt. Nach Wiener’s Termino- 
logie haben wir hier das „sterneckige Zwanzigflach‘‘ und das 
„sterneckige Zwölfflach“ vor uns. 

Aus diesen beiden Polyödern lassen sich jetzt unverzüg- 
lich zwei weitere ableiten*,,. Man verlängere bei dem zuletzt 


*, Wir sind bei Darstellung der Entdeckungsgeschichte der zwei 
letzten Körper im Grunde ein wenig von unserer Vorlage abgewichen, 
Allein wir glauben fest, dass Poinsot, wenn er auch bei der schliess- 


153) Poinsot, 8. 39, 
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erhaltenen Körper von jeder Seitenfläche die Umfassungslinien, 
so entsteht ein neuer Körper begrenzt von 12 Sternfünfecken 
(der zweiten Art). Da die entsprechenden sphärischen Poly- 
gone viermal die umschriebene Kugel überdecken, so ist das 
neue körperliche Vieleck in Poinsot’s Sinn ein Sterndodeka- 
öder der vierten Art — wir nennen es das „zwanzigeckige 
Sternzwölfflach“. Der letzte der 4 Körper könnte in ähnlicher 
Weise mit Hülfe des ersten oben angeführten gebildet werden; 
Poinsot aber zieht es vor, ihn durch Verlängerung der Kanten - 
eines gewöhnlichen Dodekaäders bis zu ihrem Durchschnitt 
entstehen zu lassen, und gewinnt so an vierter Stelle das ‚‚zwölf- 
eckige Sternzwölfflach‘“ (Sterndodekaöder der zweiten Art). 
Zum Schluss wird noch !?*) davon gehandelt, was für Körper 
man erhält, wenn man einerseits die Mittelpunkte der Seiten- 
flächen, andererseits die der Kanten bei den verschiedenen 
(gewöhnlichen und sternförmigen) Poly&dern durch Gerade ver- 
bindet und durch diese sukzessive Ebenen legt. Es ergiebt sich, 
dass man auf diese Weise entweder wieder zu regulären oder 
zu den halbregulären Körpern des Archimedes kommt*). 
Nachdem wir im Vorstehenden die grosse Entdeckung 
Poinsot’s skizzirt haben, sei uns noch ein kurzer verglei- 
chender Rückblick gestattet. Ein Individuum aus der Zahl 
der Sternpolyäder (das zweitein Poinsot’s Reihenfolge) kommt, 
wie wir oben ($. 11.) nachgewiesen haben, bereits im 16. Jahr- 
hundert vor, zwei andere (das dritte und vierte) nach dem 
nämlichen Paragraphen auch bei Kepler, und zwar hier an her- 
vorragender Stelle. Hat nun Poinsot dieses Faktum gekannt? 
Fast möchte man es vermuthen, da er die „Zarmonice mundi“ 
gelegentlich !55) zitirt. Terquem!®) bemerkt richtig, dass dies 
Zitat allerdings nicht aus eigner Kenntniss stamme, sondern 
einem anderen Autor, Lidonne'’?), nachgeschrieben sei, deutet 





lichen Redaktion seiner Studien die Sache umgestellt hat, doch in seinem 

ursprünglichen Gedankengang den hier angedeuteten Weg befolgte, d.h. 

er führte die neuen Körper auf bekannte zurück und sah erst nachträg- 

lich zu, welche charakteristische Zahlen ihnen zukamen. 

*) Auf Poinsot’s Schlussbetrachtung einzugehen, behalten wir uns 
für $. 22. vor. 


154) Poinsot, 8. 43 ff. 155) Ibid. S. 44. 156) Terquem, S. 311. 
157) Lidonne, Table de tous les diviseurs des nombres, calcules, depuis un 
jusqw’a cent deux mille, swivies d’une dissertation sur une question de 
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aber an, dass es psychologisch nicht erklärbar sei, wie Poinsot 
sich mit einer solchen Anführung habe, begnügen können, ohne 
der Sache auf den Grund zu gehen. ‚‚Sachant qu’un geometre, 
ayant nom Kepler, avait traite un sujet semblable, comment 
n’a-t-on pas la curiosite de consulter Touvrage.“ 

Wäre es erwiesen, dass Poinsot durch Kepler die Kennt- 
niss von der Existenz zweier Sternpolyöder erhalten habe, so 
läge es freilich nahe zu glauben, dass er sich in den Besitz 
der beiden anderen in einfacherer Weise gesetzt habe, als in 
der von ihm « posteriori angegebenen. Denn, wie man sich 
leicht überzeugt, stehen die zwei neuen Körper Poinsot’s zu 
den älteren Kepler’s in dem Verhältniss der Reziprozität (Po- 
larität), und da jene Lehre, wie wir ausführten ($.15.), damals 
schon hinlänglich kultivirt war, so hätte es einem Manne von 
Poinsot’s Geist nicht schwer fallen können, die betreffende 
Umsetzung vorzunehmen. Andererseits trägt aber doch auch 
seine zahlentheoretische Entwickelung den charakteristischen 
Stempel origineller Einfachheit, und die ganze Darstellung lässt 
nicht wohl den Gedanken aufkommen, dass man es hier mit 
einer nicht ganz redlichen Machination zu thun habe. Deshalb 
glauben wir jene Hypothese, so viel Verlockendes sie auch 
unzweifelhaft an sich hat, abweisen zu müssen. 

Erwähnt möge noch werden, dass, wie wir allerdings schon 
wissen, Poinsot in OÖ. Terquem einen ausgezeichneten Kom- 
mentator gefunden hat; zu diesem Kommentar hat dann wieder 
Dienger eine deutsche Paraphrase geliefert !?®). 


$. 13. Ein Punkt, und zwar ein Punkt von höchster Be- 
deutung, war von Poinsot nicht erledigt worden. Während 
bekanntlich die Konstruktion regelmässiger Polygone prinzipiell 
immer möglich ist, musste sich nothwendig die Frage erheben, 
ob ein Gleiches auch im Raume gelte? Wäre ersteres der 
Fall, so wäre jede weitere Untersuchung rein zahlentheore- 
tischer Natur, im anderen Falle dagegen entstünde die weitere 
Frage: Wieviel regelmässige Sternpolyöder giebt es ausser den 
von Poinsot entdeckten? Dieser selbst neigte sich, wie wir 
fanden ($.17.), des ersteren Meinung zu, und da er seine vier 


stereometrie, extraite de quelques auteurs dw siecle dernier, Paris 1808. 
158) Dienger, Ueber Sternpolygone und Sternpoly&der nach Poinsot, 
Archiv d. Math. u. Phys. 13. Theil, S. 434 ff. 
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neuen Formen nicht im Verlaufe einer streng denselben Weg 
beschreitenden Untersuchung, sondern mehr durch glückliche 
Vereinigung zweier ganz verschiedenen Untersuchungsmethoden 
gefunden hatte, so musste ihm auch jene näher liegen. Das 
Verdienst, dieselbe als unhaltbar dargethan zu haben, gebührt 
Cauchy. 

Derselbe beginnt seine Arbeit mit der Bemerkung, dass 
man anders zu Werke gehen müsse,. als dies Poinsot that, 
denn, sagt er!®), „il est vrai que la diversite des methodes dont 
M. Poinsot seest servi pour deriver les trois nouveaux dodeca- 
edres, et le nouvel icosaedre du dodecaedre et de l'icosaedre or- 
dinaire, laisse en doute la possibilite de resoudre la question pre- 
cedente“. Cauchy generalisirt also eine der beiden Methoden 
Poinsot’'s und zwar die geometrische, indem er an die Spitze 
seiner Abhandlung das 'Theorem stellt: 


Man kann ‚jedes reguläre Sternpolyöder dadurch erzeugen, 
dass man die Kanten resp. die Seitenflächen eines gewöhnlichen 
regelmässigen Polyeders verlängert. 


Und an dasselbe schliesst sich sofort das weitere an !): 


Die so konstruirten Sternpolyeder sind zugleich die einzigen, 
welche es überhaupt giebt. 


Diesen Satz gilt es nun zu beweisen, und zwar giebt 
Cauchy einem indirekten Beweisverfahren den Vorzug. Seine 
Idee ist etwa folgende: Nicht aus einem jeden der gewöhn- 
lichen regulären Körper lassen sich in der vorstehend angedeu- 
teten Manier neue regelmässige Formen entwickeln, z. B. beim 
Tetraöder, Oktaöder oder Kubus ist eine solche Möglichkeit, 
wie die oberflächlichste Betrachtung lehrt, nicht vorhanden. 
Es existiren vielmehr — und dies ist eine Sache der reinen 
Beobachtung — nur vier Möglichkeiten, solche neue Körper 
zu erzeugen. Kehren wir aber jetzt die Sache um, so wird 
es darauf ankommen, Folgendes nachzuweisen: 

Dasjenige Polyeder erster Art und mter Ordnung, aus welchem 
durch Verlängerung von Kanten resp. Seitenflächen ein reguläres 
Sternpolyeder der mten Ordnung hervorgegangen ist, muss selbst 
regulär gewesen sein. 


159) Cauchy, Becherches sur les polyedres, Journ. de l’Ecole polyt., 
Seizitme cahier. S. 69. 160) Ibid. 8. 69. 
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Gilt dies als wahr, dann ist auch sofort einleuchtend, dass 
es wirklich nur vier solche Körper geben kann. 

Den Beweis leistet Cauchy in ebenso einfacher als ele- 
ganter Weise!®!), Er ist erbracht, wenn zuerst die Gleichheit 
sämmtlicher Seitenflächen des inneren Polyöders — bei Cauchy 
unter dem Namen „noyau“ auftretend -— dargethan ist und 
hierauf noch die Regelmässigkeit eines dieser begrenzenden 
Vielecke. Die erste Abtheilung wird erledigt, indem man sich 
ein dem gegebenen kongruentes Sternpoly&äder konstruirt und 
beide Körper in allen möglichen Lagen zur Deckung gebracht 
denkt. Es ergiebt sich aber aus dieser Operation auch noch 
unmittelbar, dass jede Seitenfläche entweder ein gewöhnliches 
reguläres Polygon von der Ordnung n, oder aber ein halb- 
reguläres Polygon von einer Ordnungszahl >2n sein muss — 
unter n die Anzahl der Seitenflächen des Sternpolyäders ver- 
standen. Das letztere ist aber unmöglich, denn die Annahmen 
n=1undn=2 sind unzulässig, die Annahme »=35 hin- 
gegen widerstreitet dem Satze, dass aus dem Würfel ein Polyeder 
von höherer Art hervorgehen kann: 

„il est donc prouve maintenant, que dans un ordre quelcon- 
que on ne peut construire des polyedres reguliers d’une espece 
superieure, qu autant qu' üÜs resultent du prolongement des aretes 
ou des faces des polyedres reguliers de meme ordre et -de pre- 
miere espece qui lui servent de noyau; et que, dans chaque ordre, 
les faces des polyedres d’especes superieures doivent avoir le meme 
nombre de cötes que celles des polyedres de premiere espece‘‘ 182), 

Den Schluss des ersten Theils der Abhandlung macht ein 
ausführliches Resume der vorangegangenen Darlegungen aus 
und führt die nämlichen Schlüsse, von allem Nebensächlichen 
befreit, in umgekehrter Ordnung nochmals vor; den zweiten 
Theil bildet eine Erweiterung des Euler’schen Lehrsatzes '!‘°). 
Dem algebraischen Charakter, in welchem die Lehre von den 
Sternpoly@dern bis dahin erscheint, hat sich Cauchy’s Dar- 
stellung offenbar gänzlich entfremdet, dafür aber hat sie an 
Anschaulichkeit bedeutend zugenommen. 

Interessante literarhistorische Notizen über die verschie- 
denen geometrischen Anfangsstudien des berühmten Geometers, 
dessen» Erstlingsleistung wir hier zu besprechen hatten, kann 


161) Cauchy, 8. 71. 162) Idid,. 8. 72. 163) Ibid. 8. 7AE. _ 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. 5 
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man in dem Kommentare nachsehen !6'), mit welchem Boncom- 
pagni die von Valson ausgearbeitete Biographie Cauchy’s 
begleitete. 

$.19. Einrelativ langer Zeitraum liegtzwischen jener Epoche, 
der die fnndamentalen Arbeiten Poinsot’s und Cauchy’s 
angehören, und dem Erscheinen der nächsten grösseren Publi- 
kation über einen verwandten Gegenstand. Nur einen Aus- 
nahmefall vermögen wir zu konstatiren, die kurzen bereits 
früher ($. 15.) beregten Andeutungen von Möbius, welche 
indess damals nur einem Gelegenheitszwecke dienen sollten. 
Derjenige Gelehrte, der anscheinend spontan, jedenfalls ohne 
Rücksichtnahme auf frühere Forschungen, die Lehre von den 
Sternfiguren wieder in Fluss zu bringen suchte, war nicht 
speziell Mathematiker, und diesem Umstande ist es vielleicht 
zuzuschreiben, dass seine mathematischen Werke nicht den 
ihrem inneren Werthe entsprechenden Eingang in der Fach- 
welt fanden. Carl Christian Krause, von dem wir hier 
reden, zeigt sich uns als eine im grossartigsten Sinne des 
Wortes polyhistorische Gelehrtennatur, dessen philosophische 
Bestrebungen nicht nur in Deutschland, sondern vor Allem 
auch in den romanischen Nachbarstaaten tiefe Wurzeln schlugen, 
der sich aber auch als Mathematiker einen ehrenvollen Namen 
erworben hat*), Aber die etwas abstrakt- philosophischen 
Betrachtungen, mit welchen bei ihm die rein mathematische 
Spekulation allenthalben versetzt erscheint, waren damals, als 
sein Hauptwerk erschien, nicht geeignet, ihm Sympathien zu 
verschaffen, zumal auch Sprache und Darstellungsweise mehr- 
fach aus dem gewohnten Gleise treten. Ueberdies war der 
Mathematiker jener Zeit zu vielfach mit dem Verarbeiten des 
immensen von Abel, Jacobi und den französischen Kory- 
phäen gelieferten Stoffes beschäftigt, als dass er jenen Aus- 





*) Bezüglich der mannigfachen neuen Ideen, mit welchen Krause 
die analytische Geometrie, speziell die Theorie der transszendenten Kurven, 
befruchtete, vergleiche man ein Schriftchen von Cantor!%), welches an 
solche Vorstellungen anknüpft. 





164) Boncompagni, Intorno ad un’ opera del Sig. C. A. Valson in- 
titolata la vie et les travauz du baron Cauchy, Bulletino Tomo II. S. 14 ff. 
165) Cantor, Ueber ein weniger gebräuchliches Koordinaten-System, Frank- 
furt a. M. 1851. 
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läufern geometrischer Forschung hätte viel Beachtung zuwenden 
können, und so theilen Krause’s Arbeiten mit jenen des ihm 
geistesverwandten Meister das Loos, von den noch grösseren 
Leistungen der Zeitgenossen gewissermassen absorbirt worden 
zu sein. 

Krause giebt an!‘%), dass er bereits im Jahre 1798 auf 
eine neue und selbstständige Theorie der geradlinigen Vielecke 
gekommen sei, dass er auch darüber eine ausführliche „zheoria 
polygonismorum“ verfasst, aber nicht zum Druck gebracht habe. 
„In genuina mea polygonismorum rectilineorum Iraclatione etiam 
de asterismis agitur, de Pentalphate, heptalphatis, octalphalis, (2n) 
— alphatis, et (2n +1) alphatis; de quibus etiam alio tempore 
et loco publice disserui.‘ Wo aber, dies wird nicht gesagt, und 
wir haben auch keine weiteren Anhaltspunkte zur Beantwor- 
tung dieser Frage. aufzufinden vermocht. Indess sind wir wohl 
zu der Annahme ermächtigt, dass Krause die Hauptresultate 
seiner desfallsigen Untersuchungen in sein posthumes Werk 
über die Kurvenlehre mit aufgenommen habe. Aber freilich 
beschränkt sich dieser Theil jenes Buches auf einige allgemeine 
Definitionen und Notizen, welche uns nicht hinlänglich in den 
eigentlichen Gehalt jener ausgedehnteren Forschung hinein- 
sehen lassen. 

Denken wir uns ein willkürliches Vieleck, dessen Seiten 
in einem bestimmten Sinne durchlaufen werden, dann werden 
auf jeder einzelnen Vielecksseite durch einen Eckpunkt zwei 
Theile abgeschieden ; die eine (ins Unendliche sich erstreckende) 
Hälfte, der die Seite selbst angehört, werde als positive, die 
andere als negative Richtung genommen. Alsdann versteht 
Krause!) unter dem ‚DBeugungswinkel‘ (angulus flexus) 
zweier Graden den Winkel, welchen bezüglich die beiden posi- 
tiven oder die beiden negativen Richtungen mit einander 'ein- 
schliessen. Dieser Definition folgt dann die weitere des all- 
gemeinen regulären Polygons in der Ebene '!#): 


„Si in aliıquo polygonismo rectilineari n laterum omnia lalera 
sint aequaliler longa alque eadem oppositivitate, hoc est aut omnes 
positivd aut ommes negativä longiludine, et si omnium angulorum 


166) Karl Christian Friedrich Krause’s handschriftlicher Nachlass, 
Herausgegeben von Freunden und Schülern desselben, 2. Abtheilung, 
München 1835. S. 15. 167) Ibid. S. 15. 168) Ibid. S. 18. 
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flexüs inter se aequalium summa sit = 360° aut 2.360°, aut 3.360° 
aul z.360°; latus ultimumz; nempe n — tum revertetur angulo flexüs 
omnibus reliquis aequali in punctum iniliale lateris primi. Et vo- 
cabülur ejusmodi polygonismus regularis seu polygonum regulare, 
atque si angulorum flexus summa sit 2.360 aut 3.360°, aut gene- 
raliter (1 + z). 360°, vocabitur n — alpha s. asterismus n — gonius, 
uti pentalpha, heptalpha, octalpha el quae sequuntur.“ 

Diese Definition ist streng genommen ein Lehrsatz, und 
Krause erkennt dies auch an, indem er einen Beweis der 
ausgesprochenen Wahrheiten liefert. Zur Illustrirung dient 
ihm das reguläre Zehneck mit den beiden daraus derivirten 
Sternzehnecken. Hierauf gestattet sich der Verfasser noch eine 
nicht uninteressante polemische Bemerkung gegen die Utilitäts- 
Mathematiker, die es also auch zu seiner Zeit schon gegeben 
zu haben scheint, und ruft aus!®P): „‚Zorsitan non deerunt, qui 
generalem polygonismorum rectilineorum theoriam ideo parvi habeant, 
quia ejusdem utililatem nullam cognoscant. At utilitas hujus theo- 
riae eo major elucebit, quando perfectius eadem exculla_ erit“. 
Auch wird noch erwähnt, dass eine strenge Theorie der Stern- 
polygone die Kreislehre durchaus nicht zur nothwendigen Voraus- 
setzung haben müsse. 

Dies im Wesentlichen eine Uebersicht über das von Krause 
uns gebotene Material. So spärlich dasselbe auch ist, so 
gestattet es doch einen Gesammtschluss, der etwa so lauten 
müsste: 

Aehnlich wie bei Meister erscheint bei Krause das Stern- 
polygon als Unterfall einer abstrakten Diskussion der einfachen 
räumlichen Gebilde. Im Gegensatz zu den mehr das Metrische 
berücksichtigenden Arbeiten Poinsot's werden hier ausschliesslich 
die Punkte hervorgehoben, welche in Beziehung zu einer sich an- 
schliessenden phoronomischen Theorie der Gebilde einer Dimension 
stehen. | 

$S. 20. Ein regeres wissenschaftliches Leben auf unserem 
Gebiete beginnt sich erst im Eingange der sechziger Jahre zu 
entfalten. Zuerst wäre zu erwähnen eine kleine Arbeit von 
E. Schröder, der sich auch, was hier gleich bemerkt sein 
möge, von allen späteren Schriftstellern allem mit Krause’- 
schen Lehren vertraut zeigt. Der Grundgedanke, von welchem 





169) Krause, 8. 20. 
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er ausgeht, besteht darin, zu untersuchen, wie sich die Lehre 
von den regelmässigen Vielecken gestalten würde, wenn an 
Stelle der Ordnungszahl n ein Bruch 

p 


q 

treten würde. Natürlich kann eine solche Verallgemeinerung 
nur mit Hülfe einer willkürlichen Festsetzung geleistet werden, 
welche aber — ganz wie bei den analogen Erweiterungen der 
Arithmetik — einem allgemeinen Gesetze*) unterworfen sein 
muss. Dies kann etwa in der Weise geschehen, dass zuerst 
eine willkürliche Anzahl von Sätzen, welche bis dahin aus- 
schliesslich unter der Geltung eines ganzzahligen n Sinn hatten, 
auch für gebrochene n noch bestehen gelassen wird; hierauf 
fragt man sich, welche Auffassung diese Uebertragung recht- 
fertigt, und diese Auffassung wird dann dem erwähnten Gesetze 
genügen. | 

. Diese allgemeine Regel befolgt auch Schröder. Er spricht 
sieben Theoreme der gewöhnlichen Geometrie verallgemeinert 
aus; diesen (analytischen) Formulirungen fehlt dann noch zur 
Zeit!"!) das reelle Substrat. Deshalb bemerkte auch der Ver- 
fasser 72): „Die bisherigen Formeln haben wenig Interesse für 


uns, wenn es nicht gelingt, die Seite geometrisch zu inter- 
pretiren. Nun ist aber offenbar ein Polygon, welches 7 Seiten 
oder Ecken hat, ein widersinniger Begriff. Fügt man aber 
q Polygone von = Seiten und Ecken zusammen, dass die Bruch- 


theile der Seiten sich zu Ganzen ergänzen, so müssen wir eine 

Figur von p Seiten und Ecken erhalten, und es liegt nichts 

im Wege, dass wir diese Figur geometrisch darstellen“. 
Hiermit ist also Folgendes ausgesprochen: 


*) Es ist dies bekanntlich das von Hankel!0) zuerst formulirte, aber 
vorher schon unbewusst angewandte Gesetz der Permanenz formaler Be- 
ziehungen, 





170) Hankel, Vorlesungen über die complexen Zahlen und ihre Funk- 
tionen, 1. Theil, Leipzig 1867. S. 10 ff. 171) E. Schröder, Ueber die 
Vielecke von gebrochener Seitenzahl, oder die Bedeutung der Sternpoly- 
gone in der Geometrie, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 7. Jahrg. 8. 57. 
172) Ibid. 8. 59. 
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Ebenso, wie die allgemeine Polenzenlehre auf dem conventio- 
nellen Satze . 


P\q 
a SR; 


beruht, kann man auch eine allgemeine Theorie der Polygone aus 
der gewöhnlichen dadurch herstellen, dass man ein Polygon der 
Ordnung p und der Art q als ein Polygon der Seitenzahl 


v2 


q 
betrachtel. Es ist dann ein solches Sternpolygon ein Komplex von 
q4 Polygonen gebrochener Seitenzahl ai 


Mit Hülfe dieser Ausdrucksweise wird dann eine kurze, 
aber ziemlich umfassende Theorie der Sternpolygone gegeben, 
welche sich auch auf unregelmässige Vielecke erstreckt !??), 
Ohne dass durch jene für die Auffindung neuer Wahrheiten 
Bedeutendes geleistet werden könnte, so eignet sie sich dagegen 
sehr gut zu konziser Zusammenfassung des Bekannten. Ueber- 
dies hat sie vom formalen Standpunkte unleugbar eine prin- 
zipielle Bedeutung, und man kann nur bedauern, von ihr nicht 
häufiger Gebrauch gemacht zu sehen. 

$. 21. Ein Punkt der Lehre von den Sternfiguren war in 
den bisher besprochenen Bearbeitungen etwas zurückgeblieben, 
die Frage nach dem Flächeninhalte einer solchen Figur. Aller- 
dings hatte schon Meister (s. 0. $. 13.) die allgemeinen Direk- 
tiven auch für diese Materie aufgestellt, und auch Möbius 
($ 14.) hatte den Begriff der Fläche richtig definirt, während 
dagegen Poinsot’s Forschungen zu sehr auf regelmässige 
Vielecke gerichtet waren. So stand denn eine wichtige Frage 
noch offen: 

Wie kann man für jedes wiülkürliche irreguläre Sternvieleck 
den Flächeninhalt durch ein einfaches Verfahren bestimmen? 

Die erste genügende Antwort auf diese Frage ward von 
Jacobi gegeben. Der Zeitpunkt, zu welchem er sich mit der- 
selben beschäftigte, ist uns nicht näher bekannt, und da erst 
nach seinem Tode die kurze Notiz, welche er darüber nieder- 
geschrieben hatte, bekannt ward, so glaubten wir, dem chrono- 
logischen Gange folgend, derselben erst hier ihre Stelle an- 
weisen zu sollen. 





173) E. Schröder, S. 63. 
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Jacobi'’!) drückt die Regel, auf welche er gekommen 
war, in sehr aphoristischer Weise aus, so dass in der That 
die von Hermes!’®) beigefügte Paraphrase sehr am Platze 
ist. Wesentlich besteht sie in Folgendem: 

In einem irregulären Sternpolygon, dessen Perimeler jedoch 
keine höheren als Doppelpunkte aufweisen darf, bezeichne man, 
von einer beliebigen Ecke ausgehend, jeden Durchschnittspunkt 
durch eine fortlaufende Zahl der natürlichen Zahlenreihe, so dass 
also, mit Ausnahme der Ecken, jeder Punkt zwei Zahlen bei- 
geschrieben erhält. Dann nehme 7 
man ewme wilkürliche dieser er 7 
Zahlen zum Anfang einer Reihe; Er / 
das Fortschreitungsgesetz dieser a 
Reihe ist dies, dass auf jede \ x 
Zahl die der nächsthöheren bei- \ Ya 
geschriebene zufolgen hat. Lassen y 
sich so m Zahlenreihen bilden, „_ ___ i N 
so ist der Inhalt des Vielecks N / 8 id 
gleich der Summe der m Theil- N A 
vielecke, deren Ecken durch / N \ 
je eine Zahlenreihe repräsentirt ? 
sind. Kommt man bei jener 19 
Operation zu einer Eıuke, so Fig. 51. 
ist natürlich einfach die daselbst 
stehende Zahl zu setzen, und auf die höchste Zahl folgt wieder 
die erste. 

Wir wollen die etwas komplizirt erscheinende Vorschrift 
an einem Beispiele erläutern, indem wir die Fläche des in 
Fig. 5l. dargestellten Siebenecks bestimmen, dessen Punkte in 
der angegebenen Weise bezeichnet sind. Dann bildet man, 
von 1 ausgehend, diese Zahlenreihe: 


113,710 12,182], 1, ‚15 16.., 





Man sieht, dass eine Wiederholung eintritt, und dass somit 
bei 21 die erste Zahlenreihe abgeschlossen ist. Von 2 geht 
dann die weitere aus: 


174) Jacobi, Regel zur Bestimmung des Inhalts der Sternpolygone, 
Journal f. d. reine u. angew. Mathem, 55. Band. S. 173. 175) Hermes, 
Erläuterung des vorstehenden Jacobi’schen Bruchstücks, ibid. S. 174, 
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2 Ra 5ER20, A 
Die Zahl 3 würde ersichtlich nichts Neues liefern, da sie be- 
reits in der ersten Zahlenfolge auftritt. Dagegen ergeben 4 


und 5: 
NEN. 


5,0 NT. 


Da wir nun sämmtliche Zahlen untergebracht haben, so | 
ist die Abzählung geschlossen; das obige m ist = 4, und wir 
finden den gesuchten Flächeninhalt 


FE== JZehneck 1,.15,216,,0,10,=18 510 
—+- Fünfeck 2, 17, 11, 20, 14 + Dreieck 4, 8, 9 
—+ Dreieck 5, 6, 7. 


Es versteht sich, dass die einzelnen hier vorkommenden 
Flächentheile mitdem entsprechenden Zeichen nach der Meister- 
Möbius’schen Regel in Rechnung gebracht werden müssten. 
Sonst würde nach der von Baltzer!7®) in Aufnahme gebrachten 
Bezeichungsweise von Möbius den Bestandtheilen 1, 3, 4 der 
Koöffizient 1, dem Bestandtheil 2 der Koöffizient 2 zukommen. 

Um die allgemeine Wahrheit unserer Regel einzusehen, 
bedarf es zweier Voraussetzungen. Einmal muss bewiesen sein, 
dass die nämliche Zahl nicht in mehrere Reihen zugleich ein- 
gehen kann — das folgt aber sofort aus der Bildungsweise 
derselben. Komplizirter dagegen ist die andere Vorfrage, und 
Jacobi selbst!’”) bemerkt: ‚‚Schwieriger ist es allgemein zu 
zeigen, dass in der auf die angegebene Weise gebildeten Zahlen- 
reihe niemals zwei demselben Punkte zugehörige Zahlen vor- 
kommen können‘. - 

Den hier angedeuteten Beweis hat Hermes in seinem 
schon genannten Kommentare nachgeliefert. Er ändert zu 
diesem Behuf Jacobi’s Vorschrift in etwas um und giebt 
auch jeder Ecke zwei Zahlen, nämlich zwei aufeinanderfolgende, 
für die praktische Ausführung scheint aber die ursprüngliche 
Methode bequemer. Ist aber jener erste Satz bewiesen, so 
folgt leicht auch die Wahrheit des Schlusstheorems, wie dies 
Hermes an jenem Orte nachgewiesen hat. 

So elegant auch Jacobi’s Regel war, so fehlte ihr doch 


176) Baltzer, Elemente, S. 68. 177) Jacobi, S. 174. 
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noch die nöthige Allgemeinheit, insofern mehrfache Punkte des 
umschliessenden Linienzuges nicht zugelassen waren. Her- 
mes!7®) hat aber gezeigt, dass sie mit geringfügigen Modifi- 
kationen auch diesen allgemeinsten Fall umfasst. Zunächst 
markirt man wieder die einzelnen Schnittpunkte, wie oben, 
und es werden dann im Allgemeinen mehr als zwei Zahlen 
an ein und demselben Punkte stehen, wie sich dies in Fig. 52, 
zeigt. Dieses Neuneck hat einen drei-, einen vierfachen und 
vier doppelte Punkte. Wie man sich dann weiter zu ver- 
halten hat, geht aus der Ueberlegung hervor, dass durch einen 
schr einfachen Transfor- 
mationsprozess jeder viel- 
fache Punkt in eine Anzahl 
von Doppelpunkten gewis- 
sermassen aufgelöst werden 
kann. Dann aber gilt offen- 
bar Folgendes: 

Man konstruirt sich zu 
dem gegebenen Polygon ein 
zweites, welches ihm in allen 
Stücken gleicht, nur mögen 
arin die vielfachen Punkte 
entsprechend aufgelöst sein. en ER 
Die dadurch neu entstandenen 
Punkte bezeichne man durch die dazugehörige Zahl des ursprüng- 
lichen vielfachen Punktes, und zwar hänge man Indices zur Unter- 
scheidung ihnen an. Dann behandle man das deformirte Polygon 
nach der Jacobi’schen Regel und setze zum Schluss all die 
Theildreiecke*), in deren Eckzahlen Indices auftreten, gleich Null. 
Die mit Indices versehenen Zahlen werden der natürlichen Zahlen- 
reihe angehörig gedacht, so dass elwa 

ee ee 





wäre. 


*) Von Theildreiecken kann hier mit allem Fuge die Rede sein, denn 
es sind ja jene Einzelvielecke, auf welche Jacobi’s Regel führt, gewöhn- 
liche Vielecke im Sinne der Alten, so dass man durch eine Diagonale 
stets ein Dreieck abschneiden kann, 


178) Hermes, Ausdehnung der Jacobi’schen Regel zur Bestimmung 
des Inhaltes der Sternpolygone für den Fall vielfacher Punkte, Journ. f. 
d. Mathem. 65. Band. S. 177 ff. 
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Die hier vorgeführte Formulirung weicht allerdings ein 
wenig von derjenigen ‚von Hermes ab, indem dieser Mathe- 
matiker darauf verzichtet zu haben scheint, seiner Regel eine 
solche abgekürzte Fassung zu geben. Auf die zu beobach- 
tenden Vorsichtsmassregeln beim Gebrauche derselben kann 
hier selbstverständlich nicht eingegangen werden. 

$. 22. Die letzten Paragraphen hatten sich ausschliesslich 
mit den Sternpolygonen zu beschäftigen. In der That hatte 
man dem stereometrischen Analogon dieser Figuren in den 
letzten Jahren keine weitere Theilnahme gewidmet; man glaubte 
sich bei den Resultaten Poinsot’s beruhigen zu können. 
Vermochte man aber auch in dieser Lehre nicht unmittelbar 
weitere Fortschritte zu machen, so konnte doch gleichwohl in 
Einzelheiten blos zur Vereinfachung und Vervollkommnung der 
Poinsot’schen Darstellung sehr viel geleistet werden. Den 
ersten Schritt hierzu that Bertrand, er substituirte dem Be- 
weise, welchen Poinsot (s. o. $. 17.) für seinen Fundamental- 
satz gegeben hatte, der aber !’®) schwierig und eigentlich nur 
am Modell nachweisbar sei, einen anderen einfacheren. Sein 
Beweisgang beruht auf folgender Grundanschauung. 

Aus dem Euler’schen Satz ergiebt sich leicht die Un- 
möglichkeit, ein konvexes Polyäder zu finden, dessen sämmt- 
liche Ecken von mehr als fünf .-Seitenflächen gebildet würden. 
Hierauf gestützt kann man den Satz beweisen: 

Ein regelmässiges Polyeder, welches auch immer seine Art sei, 
kann doch stels mit einem regelmässigen Polyeder erster Art so in 
Verbindung gebracht werden, dass die Ecken beider Körper zu- 
sammenfallen'!®°). 

Denn zuerst konstruire man irgend ein konvexes Polyöder, 
welches mit dem Sternpolyöder die sämmtlichen Ecken gemein 
hat*). Soweit gingen wir der Hauptsache nach mit Poinsot 
zusammen; um aber weiter darzuthun, dass jenes Hülfspolyäder 





*) Der Unterschied zwischen Bertrand’s und Poinsot’s Hülfs-Körper 
ist ein rein formaler; denn prinzipiell ist es das nämliche, ob man das 
durch die Ecken bestimmte Polyöder oder das ihm ähnliche und ähnlich 
liegende, den sogenannten „Kern“ des Sternpoly&ders, wählt. Dagegen 
ist die erstere Anschauung offenbar näherliegend, als die Poinsot’s. 


179) Bertrand, Note sur la theorie des polyedres reguliers, Compt. 
rend. de l’acad. de sciences, Tome 47. 8. 79. 180) Ibid, S. 80, 
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nothwendig selbst regulär sein müsse, müssen wir anders ver- 
fahren wie er; Poinsot betrachtet die Kanten und Seiten- 
flächen, Bertrand die Ecken. Nunmehr verbinde man eine 
Anzahl von Ecken des Poly&ders höherer Art durch Gerade, 
so wird eine Figur entstehen, zu welcher sich auf der Ober- 
fläche des konvexen Polyäders eine kongruente angeben lassen 
wird; und da das erstere Polyöder regelmässig war, so müssen 
beide Figuren koinzidiren, wie man auch einen Winkel des 
einen auf einen des anderen Vielecks legt. Da aber in jeder 
Ecke des konvexen Polyäders wenigstens drei Seitenflächen 
sich durchsetzen, so kann jene Superposition der beiden Viel- 
ecke auch zum mindesten auf dreierlei Arten geschehen. Die 
körperlichen Winkel des Hülfspolyöders sind sonach sämmtlich 
kongruent, und, mögen die Ecken nun auch drei-, vier- oder 
fünfseitig sein — dies sind dem Hülfssatze zufolge die einzig 
denkbaren Möglichkeiten —, jedenfalls müssen sie, um in der 
angegebenen Weise mit sich selbst zur Deckung gebracht 
werden zu können, auch gleiche ebene Winkel besitzen. Ein 
Polyöder jedoch, das, nach Voraussetzung, ausschliesslich gleiche 
Kanten, nach dem zuletzt gezogenen Schlusse also ausschliess- 
lich kongruente Seitenflächen und dazu kongruente Ecken hat, 
ist eben ein regelmässiges. 

Hieraus folgt dann aber auch bei Bertrand die weitere 
Thatsache, dass es nur vier regelmässige Sternpolyöder geben 
könne, ganz entsprechend wie bei Öauchy. Als bemerkens- 
werth entnehmen wir Bertrand’s Abhandlung noch die Notiz, 
dass zwar Poinsot selbst seine Idee in Form von Modellen 
realisirt habe, dass aber dieselben nicht mehr vorhanden seien. 
Hingegen beabsichtige ein Herr Gourjon solche Modelle im 
Grossen für den Öffentlichen Gebrauch herzustellen. Die hier- 
auf bezüglichen Veröffentlichung Gourjon’s, welche Ber- 
trand verspricht, scheint unterblieben zu sein. 

Zu der Arbeit von Bertrand tritt, ziemlich um die näm- 
liche Zeit, eine dem gleichen Gegenstande gewidmete von 
Cayley!®!). Derselbe beschäftigt sich zunächst damit, alle 
charakteristischen Bestimmungsstücke sowohl der gewöhnlichen 
als der sternförmigen regulären Polyöder tabellarisch zusammen- 


181) Cayley, On Poinsot’s four new Regular Solids, The London, 
Edinburgh, and Dublin Philosophical Magazine Vol. XVII 8. 123 ff, 
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zustellen !®?). Die durch ihn in England eingeführte Termi- 
nologie ist folgende: 


Great stellated dodecahedron — Zwanzigeckiges Sternzwölfflach. 
Small stellated dodecahedron — Zwölfeckiges Sternzwölfflach. 
Great icosahedron — Sterneckiges Zwanzigflach. 


Great dodecahedron’— Sterneckiges Zwölfflach. 


Bei seinem Schema fasst Uayley den Begriff des Stern- 
vielecks in einer von der gewöhnlichen abweichenden Weise; 
hierauf haben wir noch später zurückzukommen, Zum Schluss 
knüpft sich dann noch eine kurze Betrachtung an über die 
Erweiterung, welche Poinsot dem Euler’schen Theorem ge- 
gegeben hatte. 

Dieselbe findet sich in der „Addition a Tarticle des Poly- 
edres‘‘1°3), welche dem Hauptme&moire beigegeben ist. Es wird 
hier zunächst darauf hingewiesen, dass jenes T'heorem nicht 
nur für konvexe Körper gelte, sondern auch für gewisse 
Polyäder mit einspringenden Ecken. Giebt es im Innern eines 
solchen Körpers einen Punkt, um den sich eine Kugel be- 
schreiben lässt, die den Körper ganz in sich schliesst, so kann 
man aus dem Zentrum die einzelnen Seitenflächen anf die 
Kugel projiziren. Je nachdem sich alsdann solche Pro- 
jektionen theilweise überlagern oder nicht, ist der Euler’sche 
Satz ungültig oder gültig. 

Für die vier Sternpoly&der lässt sich nun ein Analogon 
dieses Lehrsatzes finden; es ist nämlich, die früheren Bezeich- 
nungen beibehalten, dagegen unter 8, 7 und 4 bezüglich die 
Anzahl der Ecken, Seitenflächen und Kanten verstanden !°*), 
nach Poinsot, 


eS- H=A-+2E, 


Hiergegen erhebt Cayley Einrede. Er führt zwei neue 
Begriffe vermittelst nachstehender Definitionen ein !®°): 

„Ee viz. Ihe angles which the sides of a face subtend at Ihe 
centre of the face make together e' times four right angles; 

D, viz. the faces make together D times the spherical surface, 
the area of a stellated face being rekoned as the sum of the 
(riangles, having their vertices at the centre of Ihe face and stand- 
ing on the sides,“ 


182) Cayley, S. 126. 183) Poinsot, 8. 46 ff. 184) Ibid. S. 48. 
185) Cayley, 8. 126. 
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und beschränkt dann den Gültigkeitsbereich der Poinsot’- 
schen Formel auf jene Sternpolyöder, welche € =1 liefern, 
d. h. auf das sterneckige Zwanzig- und Zwölfflach. Alle 
vier, ja auch die fünf alten Körper umfasst dagegen die neue 
Relation 


BSaL Om SA aD, 


deren Sinn jetzt vollständig zu Tage liegt. 


$. 23. Indem wir in den letzten Abschnitten die Lehre 
von den Stern - Gebilden einerseits ihrem planimetrischen, 
andererseits ihrem stereometrischen Theile nach gesondert ver- 
folgten, gelangten wir beidemale zum Beginn des vorigen Jahr- 
zehnts. Wir konnten ein sichtbares Anwachsen des wissen- 
schaftliches Materials und achtungswerthe Bestrebungen, das- 
selbe nach allen Seiten hin zu durchforschen, konstatiren, 
allein noch fehlte es an einer universellen Bearbeitung des 
Gesammtstoffes, und so lange eine solche nicht existirte, war 
auch nur wenig Hoffnung vorhanden, die neuen Wahrheiten in 
die Lehrbücher und damit auch in die allgemeine Kenntniss 
übergehen zu sehen. Der nothwendig gewordene Fortschritt 
vollzog sich endlich im Jahre 1864 durch das Erscheinen des 
kleinen aber trefflichen Werkes von Wiener!®®), welches in 
hompendiöser Form alle früheren Leistungen in sich aufnahm 
und auch der unnatürlichen Trennung zwischen Ebene und 
Raum ein Ende machte. 

Es kann selbstverständlich nicht in unserem Plane liegen, 
Exzerpte aus einem Buche hier mitzutheilen, welches in der 
Hand jedes Mathematikers sich befinden sollte. Wenn wir 
gleichwohl auf ein gedrängtes Resume uns hier einlassen, so 
thun wir dies deshalb, weil Wiener’s Schrift sich nicht auf 
die konzise Wiedergabe von bereits Bekanntem beschränkt, 
sondern zahlreiche eigene Gedanken mit einmischt. Auf die 
Hervorhebung dieser letzteren müssen wir uns einschränken. 

Um die ‚Art‘ eines gegebenen Vielecks zu bestimmen, 
denkt sich Wiener'?”) zu ihm ein zweites als Hülfsfigur 
konstruirt, indem er von einem beliebigen Punkte aus Parallel- 
linien zu sämmtlichen Seiten des ersten zieht, natürlich auch 


186) Wiener, Ueber Vielecke und Vielflache, Leipzig 1864, 187) 
Ibid. 8. 2. 
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in der Richtung, in welcher dieselben durchlaufen werden. 
Von diesem Auxiliar-Polygon gilt aber der Satz: 

„In jeder zweiten Figur zu einem Vielecke wird jede von der 
Mitte aus einseitig gezogene Gerade Ga-mal mehr in dem Sinne 
überschrilten, in welchem a Umdrehungen stattfinden, als in dem 
entgegengesetzten.““ Diess a giebt die Art des ersten Vielecks an. 

In Verfolgung dieser Idee lässt sich dann auch noch eine 
zweite Regel aufstellen, welche die Konstruktion der zweiten 
Figur entbehrlich macht. Man kann nämlich, wenn man eine 
willkürliche Richtung als ‚„abwärtsgehende‘“ Grundrichtung 
festhält, eine Unterscheidung der vorhandenen Eckpunkte in 
rechts und links liegende treffen und dann sagen '°°): 

Die Art a eines Vielecks ist gleich dem Ueberschuss der Anzahl 
der äussersten Eckpunkte links mit ausspringendem Winkel über die 
Anzahl der äussersten Eckpunkte rechts mit einspringendem Winkel. 

Besondere Aufmerksamkeit hat Wiener der Fixirung 
solcher fundamentaler Begriffe, wie Diagonale, Doppelpunkt etc. 
gewidmet. Das Wesen-der Doppelpunkte drückt sich besonders 
deutlich in folgenden beiden Sätzen aus: 

Zerlegt man ein Vieleck der Art a in zwei Vielecke der Arten 
a, und a, durch Einführung eines Doppelpunktes, so ist, wenn 
nur der Sinn des Durchlaufens sich nicht ändert, a=a,+ a,'”). 

Ein Vieleck ohne Doppelpunkte ist von der ersten Art"). 

Als Kriterium dafür, wie hoch die Art eines vorliegenden 
Vielecks zum mindesten sein müsse, kann mit Nutzen einer 
dieser beiden Sätze verwandt werden !!): 

Zu einem Vielecke der zweiten Art kann stels eine Gerade 
gefunden werden, welche es in wenigstens 4 Punkten schneidet, 
und ebenso existirt für jedes Vieleck von einer Art > 2 eine 
Gerade, die mindestens 6 Punkte mit seinem Umfang gemein hat. 

Neu ist auch der Begriff der ‚„Wendeseite‘ eines Vielecks, 
an deren einem Ende der Vieleckswinkel kleiner, an deren 
anderem er grösser als zwei Rechte ist. Die mögliche Anzahl 
solcher Seiten in einem Vieleck muss gerade sein !?!). 

Der Flächeninhalt eines willkürlichen Vielecks wird im 
Anschluss an Cayley (s. den vorigen Paragraph), aber auch 
in Uebereinstimmung mit Möbius (s. $. 14.) folgendermassen 
definirt 19%): . 
188) Wiener, 8.3. 189) Ibid. 8.4. 190) Idid. 8.7. 191) Ibid, 
S. 10. 192) Ibid. S. 12. 
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Wählt man in der Ebene eines Polygons einen festen Punkt 
und lässt von demselben eine Gerade ausgehen, welche als Fahr- 
strahl den Perimeter des Polygons umfährt, so ist die Fläche F 
die algebraische Summe der durch den Radiusvector überstrichenen 
Flächentheile. Je nachdem die Bewegung in einem oder dem 
anderen Sinne vor sich geht, bringt man jene Flächentheile mit 
verschiedenem Vorzeichen in Rechnung. 

An diese Definition schliesst sich die ausführliche Behand- 
lung der Sternpolygone an, wesentlich in Poinsot’s Sinne 
gehalten. Dies gilt auch von der nun folgenden '’”?) Theorie 
der Vielflache, nur dass immer auf Bertrand’s und Cayley’s 
Verbesserungen, deren wir vorhin gedachten, gebührend Rück- 
sicht genommen wird. Einen hohen Vorzug besitzt schliesslich 
die Wiener’sche Monographie darin, dass wir hier zum 
erstenmale sowohl die Netze als auch perspektivisch ausgeführte 
Zeichnungen der vier neuen Sternpolyäder erhalten und uns 
so ein klares Bild von der Eigenthümlichkeit dieser Gebilde 
verschaffen können. 

S. 24. Wir stellen in diesem Paragraph mit kurzen 
Worten die neuesten Erweiterungen zusammen, deren die Lehre 
von den Sternpoly&dern theilhaftig wurde. Zunächst muss 
nachdrücklich die T'hatsache hervorgehoben werden, dass in 
Wiener’s Schrift die Grundzüge der allgemeinen Theorie der 
Polyäder niedergelegt sind, während man bis dahin ausschliess- 
lich die regulären Polyeder ins Auge gefasst hatte. Unab- 
hängig davon ist übrigens die bahnbrechende Bearbeitung der 
Polyödrometrie an sich, welche Möbius bald nach Wiener 
als Schlussstein seiner grossartigen Studien über irreguläre 
räumliche Gebilde veröffentlichte. Wir möchten auf diesen 
Punkt mit besonderer Schärfe hinweisen, indem Möbius, ab- 
weichend von anderen Mathematikern, und hierin besonders 
mit den Bestrebungen von Meister zusammentreffend , solche 
allgemeinen Gesetze der räumlichen Gebilde zum Vorwurf 
seiner Untersuchungen zu. machen liebt, für welche nicht auf 
die Beihülfe der Rechnung rekurrirt werden kann, Dass 
Möbius bereits lange Zeit vor der hier in Rede stehenden 
besonders richtige Urtheile über den Flächeninhalt ebener Fi- 
guren verbreitete, haben wir schon oben ($. 14.) in Erfahrung 


193) Wiener, S. 16 ft. 
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gebracht, aber auch in anderen Arbeiten '!9!) finden sich ver- 
wandte und einleitende Ideen. 

In die zahllosen Einzelheiten der Möbius’schen Arbeit 
hier einzugehen, würde sich nicht rechtfertigen; wir begnügen 
uns vielmehr mit Hervorhebung einiger Hauptpunkte. Bei der 
Inhaltsbestimmung des allgemeinen ebenen Vielecks!%) legt 
Möbius, indem er im Allgemeinen die Meister’sche Methode 
wiedergiebt, besonderen Nachdruck auf die Koöffizienten, welche 
jeder einzelnen Zelle zugehören. Behält man die ebenfalls 
von Meister eingeführte Schattirung der beiden Seiten einer 
Umfangslinie bei, so kann man die Hauptresultate, zu welchen 
Möbius'?%) gelangt, in folgender übersichtlicher Form aus- 
sprechen: 

Ist von einer Flächenzelle überwiegend das äussere, bezüglich 
innere Ufer schattirt, so erhält dieselbe das positive, resp. negalive 
Zeichen. Eine Zelle, deren Perimeler beides zu gleichen T'heilen 
vereinigt, muss folgerichtig gleich Null gesetzt werden, haben da- 
gegen n positive oder negative Zellen ein und dasselbe Flächenstück 
gemeinsam, so erhält dasselbe bezüglich den Koeffizienten 4 n. 
Untersuchen wir so das Achtek ABFGKLNP (Fig. 53.), so 
haben wir sieben Flächenzellen zu be- 
trachten. Aus unserer Regel folgt, wann 
jede Zelle, deren Umgrenzung ausschliess- 
lich die eine oder andere Schattirung auf- 
weist, mehrfach genommen werden muss, 
und so bekommen wir denn, wenn die 
äussere Schattirung dem positiven Zeichen 





Fig. 53. entspricht, nachstehendes Schema: 
9, = Fünfeck ABCLM; Vorzeichen negativ; Koöffizient — 1. 
9, = Viereck CDMLZ; Koäffizient 0. 
ps = Viereck ODIK; Vorzeichen positiv; Koöffizient + 1. 
9, = Dreieck" IPZ; Vorzeichen positiv; Koöffizient + 1. 


p, = Viereck HG FE; Vorzeichen positiv; Koöffizient + 1. 
p, = Viereck EDMN; Vorzeichen positiv; Koäffizient + 1. 
9, = Viereck DIHE; Vorzeichen positiv; Koöffizient + 2. 


194) Möbius, Theorie der elementaren Verwandtschaft, Ber. über die 
Verhandl. d. sächs. Gesellsch. d. Wissensch., 15. Band. S. 42 ff. 195) 
Id., Ueber die Bestimmung des Inhalts eines Poly&ders, ibid. 17. Band. 
S.42 f. 196) Ibid,. 8. 48. 
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Sonach ist der Flächeninhalt unseres Vielecks 


F=29, 9% +9 9% 9 —- 9- 


Diese Bestimmungsweise soll nun auch auf Vielflache aus- 
gedehnt werden, oder es soll, besser gesagt, auch der körper- 
liche Inhalt eines Polyöders in der Weise als Summe einer 
Anzahl von Pyramiden mit gemeinschaftlicher Spitze dargestellt 
werden, wie diess in der Ebene geschah und zu der soeben 
erläuterten Regel führte. Jedoch lässt sich diese Verall- 
gemeinerung nicht schlechthin für alle Polyöder durchführen, 
sondern nur für diejenigen, welche dem von Möbius auf- 
gestellten ‚Gesetze der Kanten‘ unterliegen. Dieses selbst 
aber ist folgendes !?”): 

„Den Perimetern der ein Polyeder umgrenzenden Flächen 
können solche Sinne beigelegt werden, dass für jede Kante des 
Polyeders die zwei Richtungen, welche derselben, als der gewöhn- 
lichen Kante zweier Polyederflächen, in Folge der Sinne dieser 
zwei Flächen zukommen, einander entgegengesetzt sind“. 

Diesem Gesetze unterliegen sowohl die konvexen, als auch 
die sternförmigen Polyäder, ausgeschlossen sind!”’) nur die- 
jenigen, „von deren Flächen eine oder etliche von mehr als 
einem Perimeter begrenzt sind, sowie alle diejenigen Polyeder, 
welche eine oder mehrere innere Höhlungen haben“. 

Mit Hinsicht auf sein Kantengesetz definirt dann Mö- 
klıns3?P): | 

Der Inhalt eines dieses Gesetz befriedigenden Polyeders ist die 
Summe von Pyramiden, welche eine gemeinschaftliche, sonst aber 
willkürlich gelegene Spitze und die jenem Gesetze gemäss ausge- 
drückten Flächen des Polyeders zu Grundflächen haben. 

Hiermit ist für den Kubikinhalt eines Sternpolyäders eine 
anschauliche Vorstellung gewonnen. Was sonst für die Lehre 
von den unregelmässigen Polyödern aus Möbius’ Arbeit zu 
entnehmen wäre, erfordert eine gesonderte Darstellung und 
kann von uns nicht weiter verfolgt werden; ein Gleiches gilt 
von den durch hohe Abstraktion ausgezeichneten schönen 
Untersuchungen von Becker und Jordan, und natürlich in 
noch höherem Grade von den auf ein noch allgemeineres Ziel 
gerichteten Studien Listing’s, so grossen Nutzen auch sicher 
noch die Polyädrometrie aus ihnen ziehen wird. Eine be- 


197) Möbius, S. 33. 198) Ibid. S. 33. 199) Ibid. S. 53. 


Günther, mathem,-histor. Untersuchungen, _ 6 
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sondere Gattung irregulärer Polyöder ist neuerlich mehrfach 
Gegenstand der Betrachtungen geworden; hiervon am Schlusse 
dieser Abhandlung. 

Was die regulären Sternpoly&der anbelangt, so liegt es in 
der Natur der Sache begründet, dass hier bedeutende Fort- 
schritte nicht gemacht werden konnten, dass man vielmehr vor 
Allem darauf bedacht sein musste, das bereits Vorhandene zum 
Gemeingut Aller zu machen. Diesem Bestreben verdanken wir 
eine kleine Schrift von Steinhauser?®), welche, theoretische 
Betrachtungen bei Seite lassend, ausschliesslich die Konstruktion 
von Modellen der 4 Poinsot’schen Körper lehren will. Für 
einen dieser Körper, für das zwölfeckige Sternzwölfflach, hat 
auch Schönemann?"!) eine direkte geometrische Verzeichnung 
angegeben, welche zwar zunächst der Theorie genügen, dann 
aber auch praktisch verwerthbar sein soll *). 

$S. 25. Während wir im vorigen Paragraphen ein Schluss- 
resume alles dessen zu geben versuchten, was für die Lehre von 
den Sternpoly&dern gethan ward, möge nunmehr eine gleiche 
Uebersicht für die Sternpolygone folgen. Indem wir uns zuerst 
auf deutsche Arbeiten beschränken, wollen wir mit wenigen 
Worten der Untersuchungen gedenken, welche auf die Be- 
stimmung der Winkelsumme eines allgemeinen Vielecks, oder 
mit anderen Worten, eines irregulären Sternpolygons, Bezug 
haben. 

Die betreffende Untersuchung ward angeregt durch 
Druckenmüller?), fortgesetzt durch Heinen?), welcher 
im Wesentlichen die ihm anscheinend unbekannt gebliebenen 





*) Es möge auch noch bemerkt werden, dass Wiener in der bereits 

oben (8. 11.) angezogenen Abhandlung die Reziprozität der Poly&der 
genauer studirt und den Beweis geführt hat, dass das zu einem regulären 
Polyeder reziproke wieder denselben Charakter haben müsse — eine That- 
sache, von welcher wir bereits bei einer früheren Gelegenheit (s. o. $. 17.) 
Gebrauch zu machen hatten. 
200) Steinhauser, Die Netze der Poinsot’schen Körper zum Behufe 
der Darstellung ihrer Modelle, Graz 1871. 201) Schönemann, Ueber 
die Konstruktion und Darstellung des Ikosa@ders und Sternen-Dodekaöders, 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. 18. Band. S. 389 ff. 202) Druckenmüller, 
Museum des Rheinisch-Westphälischen Schulmänner-Vereines, Bd. III. 
S. 405 ff. 203) Heinen, Ueber die Summe der Winkel im Vielecke, 
Archiv d. Math. u. Phys. 29. Band. S. 474 ff. 
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Resultate Krause’s (s. o. $. 19.) wieder gewann. In der 
Hauptsache schloss dann hier, wie in anderen Fragen, die 
Schrift von Wiener?%) den Gegenstand ab, jedoch nicht so 
vollständig, dass nicht den ausführlichen Neubearbeituugen von 
Unferdinger?®) und Steinhauser?") manche Nachlese ver- 
blieben wäre. Insbesondere gelingt es dem letztgenannten 
Geometer, die Hauptformel Wiener’s nicht unwesentlich zu 
vereinfachen ?°?). | 

- Ausländische Mathematiker scheinen sich mit der Lehre 
von den Sternvielecken weit weniger abgegeben zu haben; wir 
sind nur zwei hierhergehörige Arbeiten namhaft zu machen in 
der Lage — eine englische und eine italienische. Die erstere 
— von Muir in Glasgow herrührend ?0%) — stellt einige hübsche 
neue Theoreme auf, indem sie sich mit der Diskussion nach- 
stehender Aufgabe beschäftigt: 

In den Kreis vom Halbmesser 1 sind alle regulären Polygone 
einer gewissen Ordnungszahl N eingezeichnet. Multiplicirt man 
die verschiedenen Seiten und bezeichnet das Produkt durch 


In 


so soll für diese Grösse, je nach dem verschiedenen Charakter der 
Zahl N, ein anderer einfacher Werth gefunden werden. 

Ist z. B. die Seitenzahl die Potenz einer Primzahl, etwa 
— pm, so lässt sich?) zeigen, dass 


IT —yp 
ist, und ähnlich in anderen Fällen. 

Die’ andere oben genannte Abhandlung trägt einen uni- 
verselleren Charakter; wir müssen uns jedoch, da uns ein 
direkter Einblick in dieselbe nicht verstattet ist, lediglich auf 


die Analyse derselben beziehen, welche von Caselli°!) einem 
Briefe an den Abbe Moigno einverleibt worden ist; der 





204) Wiener, S. 14. 205) Unferdinger, Die allgemeine Formel für 
die Summe der Winkel eines Polygons, Sitzungsber. d. math.-naturw. 
Klasse d. kais. Akad. d. Wissensch., 57. Band. 8. 627 ft. 206) Stein- 
hauser, Ueber die Ermittelung der Winkelsumme ebener Polygone, Archiv 
d. Math. u. Phys. 52. Band. S. 294 ff. 207) Ibid. S. 305. 208) Muir, 
A property of convex and stellate regular polygons of the same number of 
sides inscribed in a Circle, Messenger of Mathematics, 1873. 8. 47 ff. 
209) Ibid. S. 48. 210) Caselli, Considerations sur les polygones, Les 
Mondes, Tome 29. S. 259. 

6* 
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eigentliche Verfasser heisst Pagni. Das leitende Motiv 
dieses Gelehrten wird mit folgenden Worten charakterisirt: 

„Le beau traite de geometrie, publie en 1866 a Paris par 
MM. les professeurs Bouche et de Camberousse, a donne lieu a la 
publication de ce memoire sur une interessante question geometrique 
qui n’avait pas encore traiüte, du moins aussi nettement. — En de- 
terminant Tespece d’un polyedre forme par des polygones etoilees, 
faut-il avoir egard au perimelre ou au plan. — Voila la question 
eludiee par M. Pagni, ei a laquelle il rattache aisement la sui- 
vante: — En determinant laire d’un polygone etoile, faul-il avoir 
egard a tout son perimetre, ou seulement son perimetre exterieur“. 

Die hier aufgeworfenen Fragen sind, wie man sieht, weder 
neu noch unbeantwortet, und es muss also Pagni’s Darstellung 
besonders in methodischer Hinsicht Neues bringen. In der 
That giebt er an, sie sei streng synthetisch, im Gegensatz zu 
den analytischen Verfahrungsweisen anderer Mathematiker. Da 
aber unter diesen auch Möbius aufgeführt wird, so dürfte die 
ganze Darlegung zu einigen Zweifeln berechtigen; denn wie 
man eine Materie noch reiner geometrisch behandeln will, als 
es der grosse Leipziger Synthetiker that, möchte wohl schwer 
abzusehen sein. 

In der Stereometrie scheint Pagni die Herstellung einer 
Reihe halbregulärer Sternpoly&äder gelungen zu sein?!!), deren 
Aussehen als höchst eigenthümlich beschrieben wird.*) 

$S. 26. Wir könnten hier füglich abbrechen, denn selbst 
die strengste Rigorosität kann uns nicht eine Darstellung von 
wissenschaftlichen Ereignissen zur Pflicht machen, welche bis 
in unsere unmittelbare Gegenwart hereinreichen, und für welche 
wir einen geschichtlichen Massstab unmöglich gewonnen haben 
können. Wenn wir gleichwohl diess Prinzip nicht streng be- 
obachten, so geschieht es einzig und allein, um einen würdigen 
Abschluss herbeizuführen. Denn ein solcher ergiebt sich doch 





*) In die Lehrbücher hat die exakte Behandlung der allgemeinen 
Vielecks- Theorie bisher nur spärlich Eingang gefunden. Als besonders 
rühmliche Ausnahmen zitiren wir die schon mehrmals erwähnten 
„Elemente“ von Baltzer, sowie auch die Darstellung des Gegenstandes ?'?) 
bei Wolf. 





211) Caselli, S. 260. 212) Wolf, Handbuch der Mathematik, Physik, 
Geodäsie und Astronomie, 1. Band, Zürich 1869. S. 120 ff. 
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sicher am besten dann, wenn es gelingt, eine freudige Per- 
spektive in die nächste Zukunft zu eröffnen, und eine solche 
scheint in der That in den Bestrebungen angebahnt zu werden, 
auf deren Signalisirung es uns hier allein ankommt. 

Wir erwähnten bereits ($S. 24.), dass man sich in letzter 
Zeit mehrfach mit einer gewissen Spezialität irregulärer Poly- 
öder zu beschäftigen begonnen habe. Es sind diess die so- 
genannten „gleicheckigen‘“ Polyöder. Auf diese Gebilde hat 
anscheinend zuerst Hessel aufmerksam gemacht *'?), er bildete 
diejenigen Körper, deren Seitenflächen gleicheckige Polygone 
sind. Da dann, wie man sich leicht überzeugt, ein Zentrum, 
d. h. ein von sämmtlichen Eckpunkten gleichweit entfernter 
Punkt existirt, so kann man die nach den Ecken gehenden 
Radien ziehen und sie in gleichen Distanzen mit senkrechten 
Ebenen durchschneiden. Dadurch entsteht dann ein reziprokes, 
nämlich das „gleichflächige‘‘ Polyäder. An diese Klassifikation 
Hessel’s knüpfte nun ganz neuerlich Hess an, indem er die 
verschiedenen Varietäten dieser halbregelmässigen Körper 
wirklich zu diskutiren sucht?!®). Hierbei stellte sich jedoch 
für ihn die Nothwendigkeit heraus, zuerst eine eingehendere 
Theorie der gleicheckigen Sternpolygone zu besitzen. Diese 
ward also vorausgeschickt, und mit ihrer Hülfe gelang ihm 
dann der Beweis des Satzes: 

Die Cayley-Wiener'sche Erweiterung des Euler’'schen Lehr- 
satzes begreift alle gleicheckigen Polyeder in sich, 
und hiermit war dann auch zugleich die Möglichkeit gegeben, 
einzelne Individuen aus jenem Grattungsbegriff herauszuheben 
und gesondert zu beschreiben. 

Seine vorbereitenden Untersuchungen über die gleicheckigen 
Polygone hat der Verfasser zum Gegenstande einer selbst- 
ständigen Schrift gemacht, welche zwei Jahre später erschienen 
ist). Es kann hier nicht die Rede davon sein, ein der 
neuesten Zeit angehörendes Werk rezensirend zu besprechen; 
wir begnügen uns mit der Bemerkung, dass darin sehr aus- 
führliche Studien über jene Klasse von sternförmigen Polygonen 





213) Hessel, Uebersicht der gleicheckigen Polyöder und Hinweisung 
auf die Beziehungen dieser Körper zu den gleichflächigen Polyödern, Mar- 
burg 1871, 214) Hess, Ueber die möglichen Arten und Varietäten 
einiger archimedischer Körper, Marburg 1872. 215) /d., Ueber gleich- 
eckige und gleichkantige Polygone, Marburg 1874. 
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mitgetheilt sind. Besonderes Interesse scheint uns die Art 
und Weise zu erwecken geeignet, wie Hess die gleicheckigen 
Polygone durch „Abstumpfung‘“ der Ecken eines gewöhnlichen 
regulären Vielecks herstellt?!®). 

Auf diesem Wege dürfte ein tiefer Einblick in das Wesen 
der ebenen sowohl wie räumlichen Sterngebilde sich gewinnen 
lassen, und es ist nur zu wünschen, dass der genannte Mathe- 
matiker rüstig auf der durch ihn eröffneten Bahn fortschreite. 

Wir sind mit unserer vergleichenden Uebersicht bis zur 
Gegenwart gelangt und schliessen damit die Darstellung einer 
Disziplin, deren Entwickelungsgang vor anderen berufen 
scheint, die innige Relation, welche zwischen den einzelnen 
Sparten der Wissenschaft besteht, im hellsten Licht hervor- 
treten zu lassen. 


Noten. 


I. Zu 8. 7. In Bezug auf die Lebensumstände des polnischen Mathe- 
matikers Broscius war man bisher einzig und allein auf die in Käst- 
ner’s „Geschichte der Mathematik‘ mitgetheilten Notizen angewiesen. 
Durch die Güte des Herrn M. Curtze in Thorn sind uns, hauptsächlich 
der „Historja Literatury Polskiey“ von Wiszniewski entnommen, einige 
ausführlichere Nachweisungen über diesen bedeutenden Mann zu Theil 
geworden, die wir mit den Kästner’schen bier zu einem Gesammtbilde 
vereinigen wollen, 

Johann Brocki, latinisirt Broscius, Curzeloviensis*), war in 
der zweiten Hälfte des sechszehnten Jahrhunderts, wahrscheinlich 1581, 
geboren. Wie Kästner?!) mittheilt, muss er im Jahre 1620 in Italien 
gelebt haben. Eine untere Grenze für seine Studienzeit kann wohl da- 
durch fixirt werden, dass sein Name in den ältesten von Zeissberg?!®) 
edirten Studentenverzeichnissen der Krakauer Hochschule nicht vorkommt. 
Berichtet ein von Curtze angezogenes Manuskript der Krakauer Bibliothek 
die Wahrheit, so starb er 1652, denn es heisst dort: „M. Joann. Broscius 
S. F. D. et Professor, Canonicus Cracoviensis, Praepositus Medzirecensis, 
Provisor Vladislav. Collegiüi obüt A. D. MDCLII. Aetatis suae 71“. Das 
Verzeichniss seiner schriftstellerischen Arbeiten ist von Curtze mit be- 
kannter Akribie zusammengestellt, wir lassen dasselbe, seines allgemeinen 
Interesses halber, sammt den beigefügten Anmerkungen in extenso folgen. 


*) Die sich hier und da findende polnische Lesart des Namens, 
Broszek, ist entschieden unberechtigt. 





216) Hess, Ueber gleicheckige und gleichkantige Polygone, Marburg 
1874. S. 720 ff. 217) Kästner, Gesch. d. Math., 3 Band. S. 204. 218) 
Zeissberg, Das älteste Matrikelbuch der Universität Krakau, Innsbruck 1872, 
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1) Geodaesia distantiarum sine instrumento, et Polybri locus obseurior 
geometrice explicatus. A. M. Johanne Broscio Curzeloviensi. Cracoviae 
in Offic, Andreae Petrichovii, Anno Domini 1610. 4%. 7 Blätter mit 
Figuren im Text. (In Krakau befindlich.) 

2) Problema Geometricum in quo ex Geometriae fundamentis vera et 
propria causa redditur quare apes Hexagona figura favos construant. 
Editum a M. Joanne Broscio Curzel. Cracoviae, Andreas Petrichowski 
1611. 4°. 7 Blätter mit Figuren im Text. (In der Ossolmski’schen 
Bıbliothek zu Lemberg.) 

3) Epistolae ad naturam ordinatarum figurarum plenius intelligendam 
pertinentes. Cracoviae, Petricovius 1615. 8%. 8 Blätter. (Briefe, ge- 
wechselt zwischen Adrianus Romanus und Broscius, in der Krakauer 
Bibliothek.) 

4) Dissertatio V. (Utrum) Jebus publicis plus Astronomi quam Geo- 
metrae prosint. 1616. 

5) Epistola dedicatoria ex Judicio Astrologico Alberti Coprini Bucco- 
viensis desumpta. 16 Blätter. 4%. (In Krakau befindlich.) 

6) Johannes Broscius Curzel;. Ordinarius Astrol. Lectori S: ‚Habes 
Lector Ellipsium Lunae Tychonicis numeris designatum“ ... 1616. (In 


Krakau.) 
7) Johannes Broscius ... .. Lectori S: „„Habes Lector Eclipsium Lunae 
Tychonicis numertis designatum“ ... Anno MDOXIX. (In Krakau.) 


8) Quaestio de dierum inaequalitate a Magistro Joanne Broscio Curzel. 
Ordin. Acad. Oracov. Astrologo, publice ad disputandum proposita Anno 
MDCXIX, Cracoviae Petricovius. 4%. 6 Blätter. (In Krakau.) 

9) Dissertatio de Cometa Astrophili. Sceripta a Johanne Broscio 
Curzel.... Ex permissu Mag. Dni Rectoris. Cracoviae Petricovius 1619. 
8°. 18 Blätter. (Krakau.) Enthält interessante Beiträge zur Kenntniss 
des wissenschaftlichen Entwickelungsganges ihres Verfassers, 

10) Arithmetica integrorum edita a M. Joanne Broscio Curzelovienst, 
Ordin. Acad. Cracov. Astrologo. Cracoviae 1620. 8%. 252 Seiten. 

11) Tabula laterum et quadraticum poligonorum e Nepero. Cracoviae 
1627. 1 Bogen. (Krakau.) 

12) Johannis Broscii de numeris perfectis disceptatio. Qua ostenditur 
a decem millibus ad centiescentena millia, nullum esse perfectum numerum, 
atque ideo ab unitate usque ad centiescentena millia quattuor tantum per- 
fecetos numerari. Cracoviae, Wusinski 1637. 4°. 4 Blätter. 

13) Dasselbe Buch. Amsterdam, Blaeu. CIIIICXXX VIII. 4%, 2 Bogen. 
(Lemberg.) 

14) Apologia pierusza Kalendarza Rzymskiego powszechmego za syno- 
dalym rozkazaniem Tasnie Wielmaznego T. M. X. Andrezejco Gembickiego. 
Naprsana prz2 X. Tana Broscyusa etc. Krakau 1641. Piotrsko. 4°. 
(Gothisch.) 12 Blätter. (Bibliothek des Fürsten Czartoryski zu Paris.) 

15) Apologia cohora Kalendarz a Rzymskiego Powszechmego ete. ... . 
1641. 4%. 2 Bogen. In Warschau gedruckt. 

16) Peripateticus Oracoviensis a Joanne Broscio Curzelovienzi pro- 
ductus. Cum Super. Consensu. Cracoviae, F. Caesarius. 8. 20 Blätter. (1647.) 

17) Apologia pro Aristotile et Euclide contra Petrum Ramum et alios. 
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Additae sunt duae disceptationes de numeris perfectis. Authore Joanne 
Broscio 8. 8. Th. Doct. et in Alma Universitate Collegii majoris Professore, 
Canonico Cracoviensi, Miedzisciensi et Stassoviensi Praeposito. Dantisci, 
G. Förster, MDCLII. 4°. 174 Seiten. (Das oben analysirte Werk.) 

Soweit Herrn Curtze’s Notizen. Mögen dieselben einen Mathema- 
tiker, der zu jenen Schriften gelangen kann, zu einer eingehenden Unter- 
suchung anregen. Insbesondere für einen polnischen Gelehrten wäre es 
ungleich indizirter, die hohen Verdienste dieses unzweifelhaft seiner 
Nationalität angehörigen Mannes für den Nationalruhm auszubeuten, als 
einem Nachbarvolke einen Mann, der wie Copernicus in jedem Zuge den 
Deutschen bethätigte, abnergeln zu wollen, 

I. Zu $. 11. Es ist in diesem Paragraphen nachgewiesen worden, 
dass Wenzel Jamitzer der Erste ein reguläres Sternvielflach wahrge- 
nommen und gezeichnet hat, ohne indess natürlich den charakteristischen 
Unterschied zwischen dieser und anderen von ihm abgebildeten halb- 
regulären Formen zu bemerken. So bildet u. a. auch Pacioli in seinem 
bekannten mit schönen Zeichnungen ausgestatteten Werke über den 
goldenen Schnitt?!?) einen Körper ab, welcher eine entfernte Aehnlichkeit 
mit dem zwanzigeckigen Sternzwölfflach verräth. Ja wir dürfen uns sogar 
nicht darüber wundern, dass überhaupt solche sporadische Entdeckungen 
gelangen, sondern dass sie nicht noch häufiger vorkamen, denn es scheint 
ganz unzweifelhaft, dass in praktischen Fällen solche Körper wirklich 
konstruirt wurden. Die morgensternartigen Aufsätze, welche man statt 
der Windfahnen oder dergl. an Giebeln und Dächern in oberdentschen 
Städten noch jetzt häufig angebracht sieht, sind, wie eine genaue Unter- 
suchung lehrt, oft genau nach dem Muster des soeben genannten Stern- 
polyeders gebildet, und in einer nach alten Vorbildern restaurirten Mosaik- 
platte der Markuskirche zu Venedig wird jeder Kundige nicht ohne 
Staunen eine ebenso schön als richtig ausgeführte perspektivische Dar- 
stellung des regelmässigen Sterndodekaöders erkennen. 

II. Zu $. 12. Da es im Texte vor Allem auf Hervorhebung solcher 
Thatsachen ankam, die für die fortschreitende Entwickelung der Wissen- 
schaft wirklich von Bedeutung sind, so konnten einige Kleinigkeiten dort 
unbesprochen bleiben], welche der Vollständigkeit halber nachgetragen 
werden müssen. So bedienten sich, wie Kästner?) anführt, die In- 
genieure einfacher Methoden, um den Flächeninhalt von Sternvielecken 
(beide Worte natürlich im älteren und nicht in unserem jetzigen Sinne 
genommen) auszurechnen und Anwendungen auf die bereits an den Vor- 
Vauban’schen Systemen immer häufiger auftretenden Sternschanzen zu 
machen. Ein anderes analoges Beispiel zitirt der nämliche Autor aus der 
„Gromatica“?') von Lauremberg, wo die Grösse einer imaginären 
Iydischen Stadt Asteris berechnet wird, welche in Sternform angelegt 
gewesen sein soll. Kästner selbst???) beschäftigt sich ganz ausführlich 
mit den Sternpolygonen und lehrt trigonometrische Rechnungen für die- 





219) Kästner, 1. Band. S. 65 ff. 220) Kästner, Geom. Abhandl. 
1. Sammlung. S. 345. 221) Gromaticae libri tres, conseripti a Joanne 
Laurenbergio, Hafniae 1649, 222) Kästner, 8. 326 ff. 
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selben ausführen. Freilich hat er sich, wie schon aus früheren Zitaten 
hervorgeht (s. $. 4.), nicht bis zur richtigen allgemeinen Auffassung 
des Vielecksbegriffes emporgeschwungen, aber eine Ahnung des wahren 
Sachverhältnisses spricht sich doch an der Stelle aus???), wo er den aus 
Diagonalen gebildeten Stern von dem „allgemeineren‘“ unterscheidet, der 
durch Verlängerung zweier nicht unmittelbar zusammenstossenden Seiten 
. eines konvexen Polygons entsteht. Uebrigens zeichnet sich Kästner’s 
Versuch durch einen grossen Reichthum an literarischen Notizen aus, 
welche wir sämmtlich passenden Ortes verwendet haben. 


IV. Zu 8. 14. Die mystische Bedeutung der Sternfiguren war vor 
der aufklärenden Tendenz des achtzehnten Jahrhunderts verblichen, und 
selbst da, wo noch Anklänge daran sich finden, tritt doch zugleich ein 
Bestreben hervor, Beziehungen zu den herrschenden Nützlichkeitsideen 
aufzufinden. Charakteristisch hierfür ist ein Beispiel aus einer der in 
jener Zeit so sehr beliebten „natürlichen Magien“. Es heisst dort??'): 

„Beschreibet auf einen Pappendeckel, der 8 bis 9 Zoll im Quadrat 
hat, einen Zirkel, und in denselben noch einen kleinen, so dass zwischen 
beiden eine egale Bahn °/, Zoll breit verbleibe. Diese konzentrische 
Zirkelbahn wird in 12 gleiche Theile durch die Buchstaben a,b, c,d, e, f, 
g,h,i,k,l,m,n abgetheilt, und aus diesen Theilungspunkten im inneren 
Zirkelvon a— fh, f- m m—d,d—ii—b h—-9, y=-nn—ee—l, 
1 — c Linien gezogen, welche zusammen einen Stern ausmachen werden“. 
Sehr klar ist, wie man sieht, diese Beschreibung nicht, indess hat das 
ganze Sternvieleck auch nur eine ganz sekundäre Bedeutung, sondern das- 
selbe wird nur zu einem arithmetischen Kunststück benützt. Demselben 
lässt sich, wie nachher Vieth?”) gezeigt hat, eine ganz elegante Fassung 
ertheilen, und man erhält dann die folgende Aufgabe: 

„Eine Menge arithmetischer Progressionalzahlen so in dem Umfang 
eines Kreises herumzustellen, dass die Summe eines jeden Paares benach- 
barter Glieder gleich sei der Summe des Paares der gegemüberstehenden‘“. 

Ueber dieses Problem, welches ersichtlich den magischen Quadraten 
nahe verwandt ist, hat dann Vieth (a.a. O.) eine Reihe ganz 'beachtens- 
werther Untersuchungen angestellt. 


V. Zu 8. 25. Einen hübschen Exkurs in die Lehre von den Stern- 
polygonen hat unlängst Reusch gemacht. Derselbe beschäftigt sich 
mit den bekannten eleganten Summenformeln, welche sich für die end- 
lichen Reihen *) 


*) Es könnte aus Reusch’ Worten sich der irrthümliche Glaube ent- 
nehmen lassen, als ob Koller zuerst auf jene Formeln gekommen sei. 
In Wirklichkeit kommen dieselben bereits in Lagrange’s Untersuchung 


223) Kästner, S. 339. 224) Wiegleb, Unterricht in der natürlichen 
Magie, 1. Band, Berlin und Stettin 1789. S. 344. 225) Vieth, Ver- 
mischte Aufsätze für Liebhaber mathematischer Wissenschaften, Berlin 
1792.28.,.143, 
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sin 
co8 


N 


cos 


sin 

a \a+@-1)n 
aufstellen lassen, und leitet dieselben zunächst durch eine höchst elegante 
mechanische Betrachtung ab?®). Dann aber handelt es sich um Be- 
stimmung folgender Summen: 


Zsnp+rmd)=4, Zcsp+rmd)=B, Z[sn(p+ rm2)’ = CC, 
Z[cos(p+ rm)” =D, | 


deren Werthe von Koller??) mit Hülfe jener früheren Relationen er- 
mittelt wurden. Reusch zeigt zunächst, von statischen zu dynamischen 
Ueberlegungen fortschreitend, dass, wenn r=1,n>2, 


A=B=0,0=Z=D 


sein muss. Wird r immer grösser, so muss nachgesehen werden, „wie 
sich die den Winkeln 


2 2 2 
Pp+r —,p+2r 7 pm Nr 


entsprechenden Endpunkte 0, 1,2...(n— 1) und die daselbst nieder- 
gelegten Punkte auf dem Kreisumfang 
gruppiren“. Fallen dieselben daun wieder 
auf die Ecken eines regulären Polygons, 
so gelten für A, B, ©, D die oben berech- 
neten Werthe. Betrachten wir Fig. 54., so 
haben wir hier n=7 und r von 1 bis 6 zu 
nehmen, und allgemein werden jene Punkte 
stets dann mit den Ecken eines regelmässigen 
Vielecks koinzidiren, wenn n eine Primzahl 
ist, und r zwischen 1 und (n —1) variirt. 
Reusch bemerkt dann weiter ??): 








über die Fortpflanzung des Schalles vor, und finden sich u. A. bei Car- 
not?) und Schwerd??”) ganz in der uns bekannten Gestalt, 


226) Carnot, Neue Eigenschaften der Vielecke, deutsch v. Schellig, 
Dresden 1802. 8.33. 227) Schwerd, Die Beugungserscheinungen aus den 
Fundamentalgesetzen der Undulationstheorie analytisch entwickelt, Mann- 


heim 1835. S. 17. 228) Reusch, Ueber die Summen Esin(p + gx) und 


5 cos(p-+ qx) und Verwandtes, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 11. Band, $. 536. 
0 


229) Koller, Ueber die Berechnung periodischer Naturerscheinungen, Ber. 
d. Wiener Akad. 1. Band. S. 147 ff. 230) Reusch, 8. 539. 
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„Die Gruppirung der Punkte selbst anlangend, kann man Fol- 
gendes sagen: Für r=1 undr=n—1 legen sich die Punkte direkt 
auf die Ecke des n-Ecks, im ersten Falle rechtsläufig, im zweiten 
linksläufg; für ein zwischenliegendes r legen sich die Punkte in die 
Spitzen eines r-tourigen Sterns von n Zacken, oder kürzer eines 
r-tourigen n-Zacks. Von r=?2 bs r=4(n — 1) sind die Sterne 
verschieden nach Massgabe der Sehnen 02, 03, 04 u. s. w. im ersten 
Kreise, kehren aber vnr=4(n-+1) bsr=n— 2 in derselben Form 
wieder, so dass für r und (n— r) ihre Gestalt dieselbe, die Lage der 
Punkte gleicher Nummer aber entgegengesetzt ist, Bei der in der Figur 
eingehaltenen Darstellungsweise kann man auch sagen, die zweite Reihe 
von Gestalten sei das Spiegelbild der ersten.“ Um diess einzusehen, muss 
man jeden Eckpunkt nochmals mit der senkrecht darüber befindlichen 
Zahl markirt denken, 


Zu $. 26. Vielleicht erfordert es die Vollständigkeit, mit einigen 
Worten der Gauss’schen Untersuchungen über das „Pentagramma miri- 
fieum“ zu gedenken, so wenig auch diese Materie mit der Theorie der 
eigentlichen Sternfiguren zusammenhängt. Niedergeschrieben sind diese 
Betrachtungen bezüglich in den Jahren 1836 und 43, wie Schering?) 
angiebt, aber bekannt wurden sie der wissenschaftlichen Welt erst durch 
die im Jahre 1866 erfolgte Herausgabe des dritten EA von Gauss’ 
sämmtlichen Werken ???). 


Der Grundgedanke ist der: Man bilde auf der Kugelfläche ein Fünf- 
eck der ersten Art und verlängere die Seiten, durch deren Durchschnitt 
ein sphärisches Sternfünfeck (der zweiten Art) entsteht. Ueber diese 
Figuren, sowie über den dieselben aus dem Kugelzentrum projizirenden 
Kegel folgen dann eingehende Berechnungen, und zum Schluss wird auf 
die Beziehungen der resultirenden Formeln zu den elliptischen Funktionen 
hingewiesen. 

Eine hübsche Rolle spielt das Sternfünfeck auch bei einer Frage, 
welche mit der von Möbius?2) in die Wissenschaft eingeführten Lehre 
von den geometrisehen „Netzen“ in Beziehung steht. Konstruirt man 
sämmtliche Diagonalen eines gewöhnlichen Fünfecks, so bilden deren 
Durchschnittspunkte ein neues Fünfeck der ersten Art, und so entsteht zu 
jedem Fünfeck der ersten ein kleineres der zweiten Art u. s. f. Wie 
Clebsch gezeigt hat”), giebt es im Innern des ursprünglichen Fünfecks 
Einen festen Punkt, welcher dem Innenraum sämmtlicher neu konstruirter 
Figuren angehört, so klein dieselben auch werden mögen, und es ergiebt 
sich so, wie diess aus den von Clebsch angestellten Rechnungen her- 
vorgeht, eine rasch konvergirende Näherungsmethode für diejenige 
kubische Gleichung, welche die Kollineation je zweier aufeinander- 
folgender Fünfecke bestimmt. 


231) Carl Friedrich Gauss Werke, 3. Band, Göttingen 1866. S,. 495. 
232) Ibid. S. 481 ff. 233) Möbius, Baryc. Calcul, S. 266 ff. 234) 
Olebsch, Ueber das ebene Fünfeck, Mathem. Annalen, 4. Band. S. 476 ft. 
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Clebsch hat den hier skizzirten Vorgang lediglich von seiner geo- 
metrischen Seite aufgefasst; wollen wir uns über sein analytisches Ver- 
halten klar werden, so thun wir am besten, den speziellen Fall eines 
regulären Fünfecks zu Grunde zu legen. Dann lässt sich um je zwei 
zusammengehörige Fünfecke verschiedener Arten ein und derselbe Kreis 
beschreiben, und der Radius dieses Kreises nimmt, wie eine leichte 
Rechnung zeigt, in geometrischer Progression ab, deren letztes Glied 
somit Null wäre; diess ist aber an sich klar, denn offenbar fällt jener 
Konvergenzpunkt hier mit dem Mittelpunkt sämmtlicher konzentrischer 
Kreise zusammen. In ähnlicher Weise wird sich die Sache aber auch bei 
einem beliebigen Fünfecke gestalten, nur darf dasselbe selbstverständlich 
keine einspringenden Winkel haben. 
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Die Lehre von den aufsteigenden Kettenbrüchen in ihrer 
geschichtlichen Entwickelung. 


8. 1. Wenn wir es unternehmen, die Lehre von den auf- 
steigenden Kettenbrüchen historisch zu verfolgen, so müssen 
wir fast besorgen, dass die vorhandene Literatur uns nur sehr 
spärliches Material an die Hand geben kann. Es wird sich 
jedoch herausstellen, dass die Mathematiker von sehr früher 
Zeit an sich mit diesen Formen beschäftigten, sobald wir nur 
darauf Rücksicht nehmen, dass der aufsteigende Kettenbruch 
Dn 
An 


%+- 
b+@ 
a 
dem Aggregate 
b b bn 
I An nt Er, Mara tar 
gleich ist. Denn diese Identität nöthigt uns auch die Sexa- 
sesimal- und Dezimalbrüche mit in den Bereich unserer Unter- 
suchung zu ziehen — merkwürdigerweise scheint die Lehre 
von diesen Gebilden noch gar nicht von dem hier angedeuteten 
Standpunkte aus aufgefasst worden zu sein. Indess auch ab- 
gesehen hiervon werden wir eine Reihe von Thatsachen nam- 
haft zu machen im Stande sein, welche sich bisher der Beach- 
tung entzogen haben. 
$S. 2. Das erste bewusste Auftreten der aufsteigenden 
Kettenbrüche glauben wir bei den alten Hebräern nachweisen 
zu können, und zwar verdanken sie demjenigen Zweige der 
angewandten Mathematik, welcher überhaupt die erste Veran- 
lassung zur Erfindung und Anwendung approximativer Me- 
thoden gab, der Chronologie, - ihre Entstehung. Als man die 
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Länge des Monates zuerst festzustellen unternahm — und zwar 
soll diese Aufgabe den Kindern Isaschar übertragen gewesen 
sein — nahm man als erste Näherung naturgemäss die Länge 
von 29 Tagen an. Fortgesetzte Beobachtung liess die Hinzu- 
fügung einer Korrektion nothwendig erscheinen, der numerische 
Werth dieser Korrektion wurde, wie Schwarz!) angiebt, durch 
folgende Betrachtung bestimmt. Nach 2 Monaten hatte sich 
eine Differenz von einem Tage ergeben, ebenso nach 3 Jahren, 
hierzu kam eine weitere Verspätung um eine Stunde nach 
30 Jahren und nach 2160 Monaten. So entstand als Zusatzglied 


1 
+7 


2 2 2 
=, rt Zi 

In der That hat diese von Schwarz einem alten Chrono- 
logen entnommene Deutung vieles für sich, indem sie recht 
klar zeigt, wie mit der längeren Dauer der Beobachtung die 
Schärfe der numerischen Bestimmung wuchs. 

$. 3. Wenn wir vorläufig die speziellen Fälle ganz ausser 
Acht lassen, wo in den Theilnennern des aufsteigenden Ketten- 
bruches irgend welche Periodizität obwaltete, so bietet uns 
zuerst wieder die Logistik der Griechen Gegenstand zu einer 
Bemerkung. Wir meinen das durch die ganze praktische 
Rechenkunst dieses Volkes sich hindurchziehende Bestreben, 
allgemeine Brüche zu vermeiden und jede solche Form, sobald 
sie sich nicht umgehen liess, durch Zerlegung in Einheits- 
brüche wenigstens unschädlich zu machen. Wir können sagen: 

Die Griechen rechnelen konsequent nur mit Brüchen des Zäh- 
lers 1 und wandten zur Zerfällung willkürlicher Brüche Methoden 
an, die im Wesentlichen mit der Verwandlung eines gewöhnlichen 
Druches in einen aufsteigenden Kettenbruch identisch sind. 

In diesem Sinne setzt, wie Nesselmann?) angiebt, Euto- 


kıus den Bruch 
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3 


1 

1 TE 
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1) Schwarz, der jüdische Kalender historisch und astronomisch unter- 


sucht, Breslau 1872. 8. 48, 2) Nesselmann, Die Algebra der Griechen, 
Berlin 1842. $. 113. 
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Genügte eine solche Zerlegung nicht, so machte man auch 
deren zwei und setzte einen willkürlichen Bruch gleich der 
Summe zweier aufsteigender Kettenbrüche. So führt Hankel?) 
das Beispiel 


12 1 E 1 1 
Bretten 
an. Selbst kleine Vernachlässigungen werden nicht gescheut, 
und Nesselmann hat in sehr geistreicher Weise (s. 0.) die 
Art und Weise aufgedeckt, durch welche Eutokius die nur 
näherungsweise richtige Relation 





er 1, 
64 6 15 
etwa gefunden haben könnte. 

Die Griechen stehen in diesem Kapitel offenbar nicht auf 
originellem Boden, die hier angewandten Betrachtungen har- 
inoniren nur wenig mit dem, was wir sonst unter hellenischer 
Mathematik zu verstehen gewohnt sind, dieselben stehen viel- 
mehr, wie Hankel (s. o.) bemerkt, in dieser Beziehung ‚,‚in 
völliger Abhängigkeit von den Aegyptern, welche überall, in 
ihren hieroglyphischen Urkunden auf Tempelwänden und ihren 
demotischen Schriften auf Papyrus, die Brüche durch Reihen 
von Stammbrüchen, welche nach der angegebenen Regel be- 
rechnet sind, ausgedrückt haben und ebenso, wie die Griechen, 
besondere Zeichen für die einfachsten Stammbrüche besitzen“. 
Die nahe bevorstehende Publikation des Papyrus Rhind wird 
uns in dieser Hinsicht noch manchen wichtigen Aufschluss zu 
Theil werden lassen. 


$. 4. Eine noch. weit ausgedehntere Anwendung mussten 
die aufsteigenden Kettenbrüche bei den Römern finden, welche 
nur über eine relativ geringe Anzahl von ‚Minutien‘“ ver- 
fügten und jede sonst irgendwie ihnen vorkommende Bruch- 
srösse so gut es gehen wollte durch diese wenigen Stammformen 
auszudrücken gezwungen waren. Jain gewissem Sinne kannten 
die Römer nur aufsteigende Kettenbrüche, deren Nenner durch 
die Zahlen 2, 3, 4, 6 gegeben waren. So wäre beispielsweise 
nach römischer Schreibweise 


3) Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittel- 
alter, Leipzig 1874. S. 62, 
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I semuncia + III sicilici + V dimidiae sextulae + ÄI scripuli 


11 
5 —— 

wi... 

2 

Kamen dann Theilungen durch Zahlen vor, welche sich nicht 
als einfache Multipla von 2 darstellen liessen, so wandte man, 
ganz analog wie die Griechen, ein Näherungsverfahren an und 
setzte den unbequemen Bruch einem Kettenbruche gleich, dessen 
Theilzähler nicht mehr ausschliesslich ganze, sondern theilweise 
gebrochene Zahlen waren. In dieser Beziehung ist ein Bei- 
spiel von hohem Interesse, welches uns der verhältnissmässig 
kenntnissreichste Gromatiker, der Hydrotechniker Frontinus, 
überliefert hat. Derselbe sucht das Verhältniss zweier ähnlicher 
Flächen zu bestimmen, deren Durchmesser bezüglich den Zahlen 


ii 1 
Er und I: 


proportional sind. Der zweite Flächenraum®) ‚‚capit plus, quam 
quinaria, quinariae octava, hoc est sescuncia quinariae et scripulis 
tribus et besse scripuli“. In Zahlen ausgedrückt heisst diess: 
Es ist näherungsweise 


1\2 1\2 Li ech 

(15) i (17) =] nal 36 
Der letzte Theilbruch konnte dann wieder als zweigliedriger 
aufsteigender Kettenbruch ausgesprochen werden. Friedlein’) 
hat sich die Aufgabe gestellt, die leitenden Gedanken des 
Frontinus wieder herzustellen, und entwickelt zu dem Ende 
ein Verfahren, welches ganz allgemein als Verwandlung eines 


gewöhnlichen Bruches in einen aufsteigenden Kettenbruch be- 
zeichnet werden muss. Es ist nach ihm approximativ 


1N2 1\2 256 31 1 23 
(14) =. 15 11T, T5.8 
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4) Julii Frontini de aquis urbis Romae Libri II, ed. Buecheler, 
Lipsiae 1858. S. 14. 5) F'riedlein, Die Zahlzeichen und das elementare 
Rechnen der Griechen und Römer und des christlichen Abendlandes vom 
7. bis 13. Jahrhundert, Erlangen 1869. S. 91. 
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An einer andern Stelle) würde die strikte Befolgung des 
von Frontinus eingeschlagenen Weges zu dem Kettenbruche 


1 

9 = 

an Bee ri ER 

| 12 

führen, doch werden die beiden letzten Theilbrüche einfach 
weggelassen. 

Auch in dem ganz auf römischem Boden erwachsenen 

„Calculus“ des Vietorius spielen die aufsteigenden Ketten- 

brüche naturgemäss eine Rolle; so wird z. B. das Quadrat von 


LER 
1m in der Form 


angegeben’). 

8. 5. Nachdem wir so bereits an die Schwelle des Mittel- 
alters gelangt sind, ist es wohl an der Zeit, auch von jenen 
aufsteigenden Kettenbrüchen zu sprechen, deren Theilnenner 
eine Periode befolgen. Es kann hier natürlich nur von dem 
einfachsten Falle der Periodizität die Rede sein, von dem Falle 


a ra a EEE 1/7 


ja wir dürfen sogar sagen, dass der allgemeinere Fall einer 
Periode von beliebig vielen Gliedern bis auf den heutigen Tag 
noch seine Erledigung nicht gefunden hat. Auch sind es nur 
zwei ganz spezielle Werthe von a, welche uns hier beschäf- 
tigen werden, nämlich 


a=6b0 unda=10. 


Im ersteren Falle haben wir die sechzigtheiligen, im zweiten 
die zchntheiligen Brüche. Das römische duodezimale System 
haben wir bereits kennen gelernt, indem wir es mangelnder 
Konsequenz halber nicht an dieser Stelle besprechen wollten. 
Ferner erwähnt Pihan°) noch eines bei gewissen hindostani- 
schen Volksstäimmen vorkommenden Systemes, in welchem 
a=4 ist, und bei den Aegyptern tritt, wie bereits angedeutet, 


6) Frriedlein, S. 93. 7) Ibid. S. 95. 8) Pihan, Expose des signes 
de numeration usites chez les peuples orientaux anciens et modernes, Paris 
1860. S. 113 ff. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, fi 
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hie und da ein periodisches System « = 2 auf. So wird 
Lepsius?) zufolge der Inhalt eines Vierecks mit den Seiten 
81, 11, 5, 10 durch den periodischen Kettenbruch 


Btatetate 
dargestellt. 

Das bei den Indern sich findende Sexagesimalsystem war 
Cantor anfänglich geneigt!?) auf griechischen Ursprung zu- 
rückzuführen. In seiner Rezension von Uantor’s Werk erhob 
Henri Martin gegen diese Auffassung Einsprache. Er wies 
nach !!), dass die in babylonischen Denkmälern sich vorfin- 
denden Brüche ausschliesslich durch ihre Zähler ausgedrückt 
seien, während man den stets gleichen Nenner, die Zahl 60, 
konsequent unterdrückte. Es müsse deshalb nach Babylon der 
Ursprung der Sexagesimaltheilung verlegt werden, sowohl was 
die Theilung von Kreis und Tag, als auch die noch heute im. 
gleichen Sinne erfolgende Theilung von Grad und Stunde be- 
trifft. Uebrigens war Canter selbst!?), ohne von diesen Er- 
gebnissen der Keilschrift-Forschung Kenntniss zu haben, durch 
ganz andere Schlüsse auf ähnliche Gedanken gekommen. Martin 
hält es mit Rücksicht hierauf für nöthig, dem indischen Sexa- 
gesimalsystem nicht sowohl einen griechischen, als vielmehr 
einen babylonischen Ursprung zu vindiziren '?). 

S.6. Das von den Chaldäern adoptirte sechzigtheilige 
System bildete mit Naturnothwendigkeit auch die Grundlage 
ihrer Astronomie, und so konnte es nicht fehlen, dass auch 
die griechischen Mathematiker, insoweit sie numerisch rechnen 
mussten, dies System adoptirten und ihm zur Alleinherrschaft ver- 
halfen. Der erste griechische Astronom, über dessen Leistungen 
uns ein gültiges Urtheil zusteht, war Claudius Ptolemäus, 
und bei ihm finden wir auch bereits die sechzigtheiligen Brüche 
ausschliesslich angewandt. ,‚Von da an“ — sagt Hankel!%) 
— „sind die Sexagesimalbrüche, bis sie im 16. Jahrhundert 





9) Lepsius, Ueber eine hieroglyphische Inschrift am Tempel zu Edfu, 
Abhandl. d. phil.-hist. Klasse d. Akademie. Berlin 1855. 8. 75. 10) Cantor, 
Mathematische Beiträge zum Kulturleben der Völker, Halle 1863. S. 272. 
11) H. Martin, Les signes numeraux et Varithmetique chez les peuples de 
l’antiquite et dw moyen-äge, Annali di matematica pura ed applicata, 
Tomo V. 8. 265. 12) Cantor, 8. 361 ft. 13) H. Martin, S. 362. 
14) Hankel, 8. 65. 
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von den Dezimalen verdrängt wurden, in allen astronomischen 
und mathematischen numerischen Rechnungen herrschend ge- 
blieben“. Wenn dies nun auch keineswegs so verstanden 
werden darf, als falle die erste Verwendung der Dezimalbrüche 
in eine so späte Periode, so ist doch dies gewiss, dass das 
ganze Mittelalter hindurch das ältere System einen steten Vor- 
rang zu behaupten wusste. 

Die Rechnungen, welche sich im Almagest selbst vorfinden, 
gewähren nur geringen Einblick in den eigentlichen Mechanis- 
mus des Kalküls, insofern die Mittelglieder gewöhnlich unter- 
drückt werden. In dieser Hinsicht ist uns dagegen der Kom- 
mentar des Alexandriners Theon von hohem Interesse, insofern 
uns darin wirkliche Rechnungen dargeboten werden. Dazu 
kommt, dass Theon uns auch die wenigen theoretischen Hülfs- 
mittel klar vor Augen legt, deren er für seine praktischen 
Zwecke bedarf. 

Wir finden bei Theon die vier Spezies, sowie auch die 
Quadratwurzelausziehung für aufsteigende Kettenbrüche vom Theil- 
nenner 60 theoretisch wie praktisch durchgeführt. 

Die beim Multipliziren und Dividiren massgebende Regel 
_ wird von Theon mit grosser Umständlichkeit auseinander- 
gesetzt. Wir können uns leicht darüber Rechenschaft geben, 
wenn wir das Produkt 


1 1 1 


am ar = am+n 


bilden. Für m=1 bleibt die ‚Spezies‘ des Multiplikanden 
unverändert, für m = 2 ermiedrigt sie sich um 2, allgemein 
also um »z Einheiten, und das Gleiche findet, nur in umgekehrter 
Richtung, auch beim Dividiren statt. Die Potenzformeln 


am. a, we Pr 


waren bekannt, freilich jedoch nur für diejenigen ganzzahligen 
Werthe von m und n, welche möglicherweise in der Rechnung 
vorkommen konnten, d. h. also für alle Werthe von » und n 


SA. 


An die von Theon mitgetheilte Quadratwurzelausziehung, 
zu welcher Nesselmann'?) eine höchst instruktive Paraphrase 





15) Nesselmann, S. 141 ff. 
2 
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geliefert hat, möchten wir noch eine kurze Bemerkung an- 
knüpfen. 

Wir haben an anderer Stelle’) darauf hingewiesen, dass 
in einer mit Unrecht vergessenen Abhandlung von Buzen- 
geiger!’) eine von der gewöhnlichen etwas abweichende.Auf- 
fassung dieser Theon’schen Methode sich findet. Geometrisch 
stellt sich nämlich diese Methode gewissermassen als ein Aus- 
fluss der altgriechischen Exhaustionsmethode dar, indem das 
Quadrat, dessen Seite berechnet werden soll,’ durch immer 
neue in dasselbe gelegte Quadrate ausgefüllt wird. Bezeichnet 
in der Sprache unserer Algebra A die Seite des gegebenen 
Quadrates, a die Seite des nächst kleineren und «& die des 
nächst grösseren, und versteht man weiterhin unter a,, 4», 
A; ... die Reihe der angenäherten Werthe, welche das Theon’- 
sche Verfahren liefert, so zeigt Buzengeiger, dass man durch 
dasselbe zu folgenden Gleichungen gelangt: 

02.4? 5.7 a? — A? a? — A? 
2 A ee I ale ee 
Buzengeiger scheint übersehen zu haben, dass dies nichts 
anderes ist als die bekannte Kettenbruchentwickelung, welche 
gewöhnlich dem Italiener Cataldi zugeschrieben wird, denn 
man erhält durch einfache Substitution z. B. 


se. 
20 — a 4° 














ee 


Auf der andern Seite drückt dagegen Theon den erhaltenen 
angenäherten Wurzelwerth wieder in Form eines aufsteigenden 
Kettenbruches aus, und wir bemerken so eine interessante That- 
sache: 

Eine und dieselbe Grösse wird bei Theon als aufsteigender 
und als absteigender Kettenbruch dargestellt — das erste aller- 
dings noch unbewussie und durch die geometrische Einkleidung 
verhüllle Beispiel der Umwandlung der einen in die andere Form. 





16) Günther-Sparagna, Storia dello sviluppo della teoria delle frazioni 
continue fino all’ Euler, Bullett. di bibl. e di storia delle scienze mat. 
e fisiche, Tomo VII. 8. 215. 17) Buzengeiger, Methode der griechischen 
Geometer, um für die Wurzeln solcher Zahlen, die keine Quadratzahlen 
sind, annähernde rationale Brüche zu finden, Zeitschr. f. Astron. u. verw. 
Wissenschaften, 5. Band. S. 89. 
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$S.7. Die sexagesimalen Brüche finden wir auch im Mittel- 
alter das Feld der praktischen Rechnung beherrschend. Nur 
der Vollständigkeit halber seien die beiden Hauptwerke über 
diese Materie erwähnt, denn viel Neues für die Sache selbst 
lernen wir nicht aus ihnen. Das eine davon ist die astrono- 
mische Logistik des Mönches Barlaam!®), dessen Lebenszeit, 
nach Poggendorff’s Angabe!?), ungefähr zwischen die Jahre 
1290 und 1345 fällt. Kästner?) theilt Näheres über die 
Lebensumstände dieser jedenfalls interessanten Persönlichkeit 
mit. Barlaam steht im wesentlichen auf dem Boden der geo- 
metrischen Arithmetik Euclid’s und beweist seine Sätze durch 
Konstruktionen. Nach Wolf?!) enthält sein Werk ‚Zxactam 
theoriam ad demonstrandas operationes communes arilhmelicae pra- 
celicae cum in numeris integris, tum fraclis, sive vulgaribus, sive 
sexagenarüs‘“. 

Ungefähr zur gleichen Zeit lebte der Byzantiner Maximus 
Planudes, der durch seine Arbeit die indische Rechenkunst 
seinen Landsleuten zuzuführen gedachte. So wichtig diese 
Schrift für die Geschichte der Mathematik im Allgemeinen ist, 
so hat doch die Lehre von den aufsteigenden Kettenbrüchen 
durch ihn keine bedeutende Förderung erfahren, denn gerade 
da, wo die Sexagesimalbrüche auftreten, in den Abschnitten 
über Thierkreisrechnung und über die Ausziehung der Quadrat- 
wurzel, hat Planudes griechische Quellen benutzt, namentlich 
Theon’s Kommentar zum Almagest des Ptolemäus?). Nur 
in einem allerdings bemerkenswerthen Punkte verlässt er sein 
Vorbild. Wenn nämlich allgemein mit 


d4 ag ds RE 
60 Ar 60? 60? € 








in 
BER NHUND, 
ee 


dividirt werden soll, so verwandelt er, um nicht stets die 

18) Barlaam, Astronomia logistica ed. Chambers, Londini 1600, 19) 
Poggendorff, Biographisch -literarisches Handwörterbuch zur Geschichte 
der exakten Wissenschaften, 1. Band, Leipzig 1863. 8. 102. 20) Kästner, 
Geschichte der Mathematik, 1. Band, Göttingen 1796. 8. 44 ff. 21) Wolf, 
Elementa matheseos, Tom.V, Lipsiae 1741. 8. 280, 22) Das Rechenbuch 
des Maximus Planudes. Nach den Handschriften der kaiserlichen Biblio- 
thek zu Paris herausgegeben von C. J. Gerhardt, Halle 1865. 8. V. 
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Theon’schen Potenzregeln in Anwendung bringen zu müssen, 
alle Brüche in solche mit gemeinschaftlichem Nenner und führt 
erst dann die Division wirklich aus. Praktisch wird allerdings 
ein solches Verfahren bequemer sein, aber man erkennt auch, 
dass die mehr allgemein gehaltenen Vorschriften Theon’s, 
wie wir sie oben skizzirt haben, um jene Zeit bereits wieder 
in Vergessenheit gerathen waren. 

Es geht schon aus dem Gesagten hervor, dass auch dem 
indischen Volke das sexagesimale System geläufig war, und 
in der That sahen wir bereits oben, dass wahrscheinlich in 
einer relativ frühen Periode durch babylonischen Einfluss eirfe 
Uebertragung dieses Systems nach Indien stattfand. Auch 
wissen wir, dass die indische Trigonometrie ganz auf der 
Sechzigtheilung basirte. 

Wir haben durch Verfolgung der speziellen Form bereits 
dem Gange unserer Untersuchung vorgegriffen, und wir müssen 
deshalb, ehe wir uns zur geschichtlichen Darstellung der De- 
zimalbruchrechnung wenden, die allerdings nur sporadischen 
Erscheinungen registriren, in welchen wir den allgemeinen Fall 
des aufsteigenden Kettenbruches auftreten sehen. 

$S. 8. Die Verwandlung irgend einer Zahlgrösse in einen 
aufsteigenden Kettenbruch war in all den Fällen, welche uns 
bis jetzt beschäftigten, nie mit der bewussten Absicht vor- 
genommen worden, dadurch auf eine neue Grössenform zu 
kommen, man verfolgte vielmehr rein praktische Zwecke dabei. 
Die erste Ausnahme von dieser Regel macht der arabische 
Mathematiker Al Kalsadi, ein Gelehrter, dessen wir auch in 
der Geschichte der gewöhnlichen Kettenbrüche mit Achtung 
gedenken mussten??). Wir entnehmen dem historischen Abriss, 
welchen Hankel von den mathematischen Leistungen der 
Araber giebt, nachstehende bedeutsame Stelle: ‚‚Sehr wichtig ist 
die von Al Kalsadi unter dem Namen „Denomination“ ge- 
lehrte Divisionsmethode, bei welcher ein Bruch, dessen Nenner 
N die Faktoren a,, @, A,... von absteigender Grösse ent- 
hält, in der Form 

+ NET SE 





MM Mm . . 
gesetzt und durch —— na, bezeichnet wird‘“?9). 
.0.» 3 2 1 


23) Günther, 8. 219. 24) Hankel, S. 257. 
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So würde in arabischer Schreibweise der aufsteigende 

Kettenbruch : 
4417 _m 
8 738 

gesetzt werden müssen. Leider erfahren wir nichts davon, ob 

etwa noch weitere Betrachtungen über diese Denominations- 

methode angestellt worden sind; jedenfalls hat sieauf Leonardo 

(s. $. 9.) eingewirkt. 

Dass bei den Arabern auch die sechzigtheiligen Brüche 
sich vorfinden würden, ist von vornherein zu erwarten, denn da 
ihre wissenschaftliche Kultur gleichmässig durch griechische 
und indische Einflüsse bedingt war, so musste auch dieses 
beiden Völkern geläufige System bei ihnen rasch Eingang 
finden. Die Araber selbst waren freilich geneigt, die Erfin- 
dung allein den Indern zuzuschreiben. Cantor?°) führt einen 
Beleg hiezu an aus einer in lateinischer Sprache uns über- 
lieferten arabischen Rechenkunst, welche wahrscheinlich von 
Mohammed ben Musa herrührt. 

S. 9. Verlassen wir jetzt die Araber und wenden uns zu 
den Mathematikern des mittelalterlichen Abendlandes. Indem 
wir nur vorübergehend der Arithmetik des Johannes Hispa- 
lensis?°) erwähnen, welche einen kurzen Abriss der Lehre 
von den Sexagesimalbrüchen, jedoch ohne irgend welche Eigen- 
thümlichkeiten, giebt, gelangen wir zu dem grössten Mathe- 
matiker, den das Mittelalter hervorgebracht hat, zu Leonardo 
Fibonacci. Bereits Cantor”) hob die Verdienste dieses 
Mannes in der uns hier beschäftigenden Angelegenheit hervor, 
und auch Friedlein®) giebt ‘eine klare Zusammenstellung 
der vier neuen Formen, durch welche Leonardo die Bruch- 
rechnung seiner Zeit erweiterte. Zwei dieser Formen sind, 
wie sich uns ergeben wird, nichts anderes als eben aufsteigende 
Kettenbrüche. 

Es wird zunächst die Schreibweise gewöhnlicher Brüche 
sanz in der uns geläufigen Art gelehrt, und dann heisst es: 
„Item si sub eadem uirgula plures numeri positi fuerint, el super 
unum quemque tpsorum alii numeri describentur, numerus qui in 


25) Cantor, 8. 219. 26) Trattati d’aritmetica pubblicati da Bal- 
dassare boncompagni, Roma 1857, Il. Ioannis Hispalensis liber algorismi 
de practica arismetrice. 27) Cantor, 8. 354. 28) Friedlein, 8. 72. 
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capite uirgule dextere parlis super numerum posilus fuerit ipsius, 
sub posili numeri parlem uel parles ul predicimus denotabit. ‘ Qui 
uero super secundum ipsius secundi partes de partibus primi sub 
positi numeri declarat. Qui aulem super terlium, ipsius tert partes 
partium secundi de partibus primi affırmat, et sic semper qui 
sequentur super uirgulam partes partium cunclorum anlecedentium 
sub uirgula denolant, ut si sub quadam uirgula fiat 2 et T et super 
2 sit 1 et super 7 sint A ut hic cernitur, denotantur qualtuor sep- 
!ime, et medietas unius seplime. Si autem super T esset zephyrum 


ee ; i ; 
SIC. 5 medietas lantum unius septime denolarelur. Item sub qua- 


dam alia uirgula sin 2 et 6 et 10; et super 2 sit 1; et super 6 


; ; j A 157 
sint D et super 10 sint T ut hic ostendilur. 36 109 Seplem que sunl 


super 10 in capile uirgule represenlant seplem decenas, et D que 
sunt super 6 denolant quinque sexlas unius decime parlis, et] 
yuod est super 2 denolat medielatem sexte unius decime parlis, et 
sic singulariter de singulis intelligatur: tamen monendum est ut 
semper minores numeri sint uersus sinistram sub eadem wirgula: 
sed si plures fuerint uirgule rupli unius wirgule non respondent 
ruptis alterius, et vlla uirgula que est major pars integri, semper 
est ponenda uersus dexieram manum. Dicunlur quidem fractiones, 
que sunt in una uirga, esse in gradibus, et est primus gradus 
carum fraclio, que est in capüe uirge a dextera parte. Secundus 
est fraclio sequens wuersus sinisiram quereret. Verbi gralia in 


- 





supraseripla uirga, scilicel in 5 sunt —, in primo gradu ipsius 


2 5 1 
uirge et 7% sunt in secundo, et 5 


gradu eiusdem wuirge, el sic quot sunt numeri sub uirga, tot sunt 
gradus eiusdem‘‘??). | 

Diese Stelle enthält die Beschreibung derjenigen Brüche, 
welche Friedlein (s. oben) als erste Kategorie aufgeführt 
hat. Abgeschen von der für uns ziemlich unverständlichen 
Limitation, welche für jeden aufsteigenden Kettenbruch 


ba 


An 
do 


est in terlio, hoc est in ultimo 


bi 
a, 


29) Il liber Abbacı di Leonardo Pisano pubblicato da Baldassare 
Boncompagnt, Roma 1857. T. I. 8. 24. 
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die Ungleichungen 


DE AD 
a PIE 


festsetzt, ziehen wir aus dieser Beschreibung das Resultat: 
Die Formen, welche Leonardo unter dem bezeichnenden 
Namen ‚‚jractiones in gradibus‘‘ uns kennen lehrt, stimmen voll- 
ständig mit unseren aufsteigenden Keltenbrüchen überein. 
Betrachten wir nunmehr auch die zweite Kategorie Fried- 
lein’s. Leonardo fährt in seiner Darstellung folgender- 
massen fort”): ‚Zt sö in uirga fuerint plures rupti, el ipsa uirga 
terminauerit in circulo, lunc fractiones eius, aliler quam dictum 


2 2 468 
sit denotabunt, ul in hac - ee cutus uirge fractiones denotant, 


octo nonas unius inlegri, et sex seplimas de oclononis, et qualuor 
quintas sex seplimarum de octo nonis et duas lerlias quatluor quin- 
tarum sex septimarum de oclo nonis unius integri“ 

Es wäre hiernach 


384 
192 
4847, Zunge 
N PL a ee nee 
91.9 dee 49 3 1. 


5 

Auch diese „Brüche mit einem Ring A wie sie 
Friedlein nennt, sind also durch aufsteigende Kettenbrüche 
darstellbar; der Unterschied besteht blos darin, dass die oben 
angegebenen Ungleichungen jetzt weggefallen sind und als 
Theilbrüche auch unächte, beziehungsweise scheinbare Brüche 
zugelassen werden. 

Die beiden anderen Kategorien Friedlein’s beziehen 
sich auf gewisse Abkürzungen, welche für uns ein weiteres 
Interesse nicht darbieten. 

Die aufsteigenden Kettenbrüche stehen übrigens bei Leo- 
nardo nicht blos als unvermittelter geistreicher Einfall da, er 
weiss vielmehr auch von denselben einen ausgedehnten prak- 
tischen Gebranch zu machen. Friedlein hat eine sehr über- 
sichtliche Darstellung der Umsetzungen gegeben °!), welche 
Leonardo mit seinen Brüchen vornimmt. Ein besonders 
instruktives Beispiel ist die Multiplikation zweier aufsteigender 





30) Il Liber Abbaci di Leonardo Pisano pubblicato da Baldassare 
Boncompagni, Roma 1857. T. I. S. 24. 31) Friedlein, S. 145 ff, 
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Kettenbrüche, indem zuerst dieselben in gewöhnliche Brüche 
verwandelt und dann multipliceirt werden, während das Resultat 
wieder in Form eines aufsteigenden Kettenbruches ausgesprochen 
wird 2). 

Ss. 10. Obwohl wir in unserem Gange der Untersuchung 
keineswegs streng synchronistisch zu Werke gehen, so müssen 
wir doch nothgedrungen jetzt von dem allgemeinsten Falle der 
aufsteigenden Kettenbrüche ablassen, denn zwischen Leonardo 
und denjenigen Mathematikern, welche die vernachlässigte Lehre 
wieder aufnahmen, liegt ein Zeitraum von nicht weniger als 
500 Jahren. Dagegen müssen wir jetzt den Spezialfall des 
periodischen Theilnenners 10 ins Auge fassen und zusehen, 
wie sich allmälig der Sieg des zehntheiligen über den sechzig- 
theiligen Bruch herausbildete. 

Die erste Veranlassung zur Fortsetzung der nach Potenzen 
von 10 geordneten Zahlenreihe auch nach der negativen Seite 
hin lieferte die Ausziehung der Quadratwurzel aus irrationalen 
Zahlgrössen. So berichtet Hankel°??) schon von der indischen 
Arithmetik: „Dezimalbrüche im heutigen Sinne kommen nicht 
vor; doch hängen die Inder bei Wurzelausziehungen, die mit 
grösserer Genauigkeit vorgenommen werden sollen, eine An- 
zahl Nullen an und dividiren dann den erhaltenen Werth durch 
die entsprechende Potenz von 10“. 

Den ersten bewussten Gebrauch der Dezimalbrüche hat 
Cantor bei einem spanischen Juden des elften Jahrhunderts, 
bei den schon oben ($. 9.) angeführten Johann v. Sevilla 
(Hispalensis) nachgewiesen°!); da derselbe aber wohl kaum 
selbstständig arbeitete, sondern sicherlich von arabischen Ge- 
lehrten inspirirt war, so werden wir wohl gewiss mit Cantor 
einen noch weit früheren Ursprung dieser Methode annehmen 
dürfen. 

Den besten Einblick in dies historisch so überaus wichtige 
Verfahren des Johann v. Sevilla glauben wir dadurch 
geben zu können, dass wir die von Friedlein°?) gelieferte 
übersichtliche Beschreibung desselben hier wörtlich wiedergeben: 
„Endlich wird das Ausziehen einer Wurzel unter Anhängung 


32) Friedlein, S. 149. 33) Hankel, S. 185. 34) Cantor, 8. 275. 
35) Frriedlein, 8. 154. 
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(preponere nach der arabischen Anschauung) von Nullen gelehrt. 
Bei der Wurzel lässt man dann so viele Stellen stehen, als 
die Hälfte der angehängten Nullen ausmacht, die Stellen, welche 
über diese Hälfte darüber vorhanden sind, geben die Grade der 
Wurzel, die Minuten, Sekunden u. s. w. werden durch Mul- 
tiplikation der stehengebliebenen Zahlen mit 60 und Wegnahme 
der Stellen, die über jener Hälfte vorhanden sind, der Reihe 
nach gefunden, z. B. Y2 = Y200 00 00 = 1414 et aliquid mo- 
dicum. 6 Nullen wurden angehängt, drei Stellen bleiben stehen, 
darüber ist 1, also hat man 1°; 414.60 = 24840, drei Stellen 
bleiben stehen, darüber ist 24, also hat man24'; ebenso findet man 
50° 24”.... Dasselbe Verfahren, heisst es weiter, kann man auch 
dann anwenden, wenn zu dem Ganzen noch /ractiones, d.h. Mi- 
nuten, Sekunden u.s. w. gegeben sind, indem man alles auf die 
kleinste Benennung bringt, Nullen anhängt, die Wurzel aus- 
zieht und diese wieder auf die höheren Benennungen bringt‘. 


$. 11. Die Erfindung des Johannes Hispalensis, oder 
besser gesagt, die Erfindung, deren erste Mittheilung wir ihm 
verdanken, trug zunächst keine weiteren Früchte. Indess ist 
anzunehmen, dass die von ihm gelehrte Regel, ihrer ungemeinen 
Bequemlichkeit halber, immerhin einige Verbreitung gewann. 
Diejenige mathematische Wissenschaft jedoch, welche die erste 
Veranlassung zur Erfindung der eingliedrig periodischen auf- 
steigenden Kettenbrüche gab, war nicht sowohl die reine, als 
vielmehr die astronomische Logistik in Verbindung mit der 
Trigonometrie. Und auf trigonometrischem Boden sollte denn 
auch die eigentliche Theorie und Praxis der Dezimalbruch- 
rechnung erwachsen. 


Zunächst freilich hielt es schwer, vom sexagesimalen System 
sich loszusagen, welches durch seine astronomische Verwen- 
dung ehrwürdig geworden war. Auch lieferte der grosse 
Nenner 60 eine sehr rasch abnehmende Reihe, und dies sagte 
dem übertriebenen Genauigkeitssinn der damaligen Sternkunde 
zu, deren Vertreter, obschon sie in ihren direkten Bestim- 
mungen eines halben Grades sich kaum versichert halten konnten, 
trotzdem in ihren Rechnungen die peinlichste Genauigkeit liebten. 
Ein geradezu ergötzliches Beispiel hiefür liefern uns die be- 
rühmten Alfonsin’schen Tafeln, wo eine gewisse Grösse in 
der Form 
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a an ut a n6 ns 


dargestellt wird ®°). 

Die Schwierigkeit, sich von dem liebgewonnenen Nenner 60 
zu trennen, hatte die Entstehung gewisser Uebergangssysteme 
zur nothwendigen Folge, in welchen sich das dezimale mit dem 
sexagesimalen System in eigenthümlicher Weise verquickt zeigte. 
Einer freilich wenig zuverlässigen Angabe von Wallis?”) zu- 
folge hätten bereits die Araber solche Systeme gebraucht; 
Arzachel soll den Durchmesser in 


60.10 
ae 


Theile getheilt und die so gewonnene Finheit dem trigono- 
metrischen Kalkül zu Grunde gelegt haben. Steinschneider 
thut dessen in seinen umfangreichen Notizen über Arzachel 
keine Erwähnung ®). 

Dagegen bildete ein solches Vermittelungssystem die Grund- 
lage für die Bemühungen eines Mannes, auf den wir die Reform 
der Astronomie und damit auch der Mathematik zurückzu- 
führen gewohnt sind, des Georg Peurbach. 

$. 12. Die iinigien Tafeln Peurbach’s°?) sind 
für den Sinus totus 


60 - 10000 = 600000 


berechnet. Vermuthlich würde er selbst bei längerem Leben 
sich der reinen Dezimaltheilung zugewendet haben, denn sein 
Schüler Regiomontanus trat in seinen ar 
Arbeiten ganz in die Fusstapfen seines Lehrers ein. Ihm ver- 
dankt die Lehre von den Dezimalbrüchen wohl am meisten, 
weniger in theoretischer Beziehung, als vielmehr durch ihre 
von Regiomontan vollzogene ünzertrennliche Verknüpfung 
mit den goniometrischen Tafeln. ‚Derselbe war,“ wie sich 
Cantor!")ausdrückt, ,„kühner und konsequenter als sein Lehrer. 





36) Maedler, Geschichte der Himmelskunde von der ältesten bis 
auf die neueste Zeit, 1. Band, Braunschweig 1873. S. 101. 37) Wallis, 
opera omnia, T. U. Oxonii 1693. 8. 29. 38) Öteinschneider, Vita di 
matematici Arabi tratte da un’ opera inedita di Bernardino Baldı con 
note di M. Steinschneider, Bullett. di bibliogr. e di storia delle scienze 
matem, e fisiche. Tomo V. 8. 508 fi. 39) Kästner, 1. Band. S. 530 ff. 
40) Cantor, Recension zu: Alexander Ziegler, Regiomontanus, ein geistiger 
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Er setzte, wenigstens in einigen seiner Arbeiten, den Halb- 
messer — 10000 mit durchweg dezimaler Untertheilung und 
hat damit das Seinige zur Verbreitung der Dezimalbrüche in 
Europa beigetragen“. 

Die Angabe Cantor’s, dass Regiomontan nur theil- 
weise die dezimale Theilung zu Grunde gelegt habe, bezieht 
sich offenbar auf des letzteren Schrift: Compositio tabularum 
sinuum rectorum per loannem de Regiomonte, welche erst viel 
später zugleich mit einer kleinen Arbeit Peurbach’s von dem 
bekannten Nürnberger Mathematiker Schoner edirt wurde®!), 
Hier hält Regiomontan allerdings noch an der Idee seines 
Meisters fest, insofern er seinen Radius in 600000 Theile ein- 
theilt. Kästner??), welcher von den genannten Werken aus- 
führlichere und bessere Auskunft giebt, als man dies sonst bei 
ihm gewöhnt ist, glaubt aus jenem Umstande den Schluss ziehen 
zu dürfen, dass dem jüngeren Gelehrten die Arbeit des Vor- 
gängers völlig entgangen sei — eine bei dem bekannten intimen 
Verhältniss Peurbach’s und Regiomontan’s unwahrschein- 
liche Vermuthung. 


Auch die berühmten ‚Tabulae directionum‘‘'?) geben die 
Sinus für den Halbmesser 600000. Aber mit der Einführung 
einer neuen goniometrischen Funktion, der Tangente*), welche 





*) Die Erfindung der Tangente als selbstständige goniometrische Funk- 
tion gehört bekanntlich nicht Regiomontan, sondern seinem Lehrer 
Peurbach, in gewissem Sinne sogar den Arabern an. Aeusserst merk- 
würdig ist in dieser Beziehung das Werk von Suter, welches die erste 
Erfindung dieser Grössen zweimal vor sich gehen lässt, indem Regio- 
montan einmal als wirklicher Erfinder figurirt**), das anderemal nur als 
Erneuerer einer altbekannten Sache erscheint#5). Mit Recht hat die Re- 
 zension von Stern®) auf die Sonderbarkeit dieser Behauptung hingewiesen. 


Vorläufer des Columbus, Zeitschrift für Mathematik und Physyk. 19. 
Jahrg. Literaturzeitung. Seite 49. 41) Tractatus Georgii Purbachii 
super propositiones Ptolemaei de sinubus et chordis, item compositio tabu- 
larum sinuum per Ioannem de Regiomonte. Adiectae sunt tabulae sinuum 
duplices per eundem Begiomontanum. Omnia nunc primum in ubilitatem 
astronomiae edita, Norimbergae 1514. 42) Kästner, 1. Band, 8. 540 ff. 
43) Curtze, Reliquiae Copernicanae, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 19. Jahrg. 
5.453. 44) Suter, Geschichte der mathematischen Wissenschaften, 1. Theil, 
Zürich 1873. S. 155. 45) Ibid. 8. 132. 46) Stern, Rezension hierzu, 
Gött. gel. Anz. 1873. S, 1982. 
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Regiomontan in seiner „Zabula foecunda“ vollzieht, scheint 
er sich auch von allen Reminiszenzen emanzipirt zu haben ?7); 
denn von jetzt ab finden wir den Sinus totus 100000 und die 
rein dezimale Bruchtheilung. Dieselbe ist von da ab als völlig 
eingebürgert zu betrachten und wird von allen späteren Autoren 
über Trigonometrie, von Apian dem Aelteren, Copernicus, 
Rheticus etc. als selbstverständlich adoptirt. Nicht als ob 
die sexagesimale Theilung mit Einem Schlage verschwunden 
wäre. Denn dieselbe zieht sich in einzelnen Spuren bis ins 
siebzehnte Jahrhundert herein, und noch im Jahre 1668 erschien 
ein dieselbe ausdrücklich berücksichtigendes Werk *%), aber ihre 
Herrschaft ist gebrochen, und auch in den nicht mit der Tri- 
gonometrie in direkter Beziehung stehenden Zweigen der Mathe- 
matik tritt sie seit Regiomontan’s Epoche zurück. 

$S.13. Es kann selbstverständlich nicht in unserer Absicht 
liegen, eine vollständige Geschichte der Dezimalbruchrechnung 
hier zu geben, denn gerade die für die Praxis wichtigeren 
Untersuchungen über die Genauigkeit unvollständiger Dezimal- 
brüche etc. haben mit der Lehre von den aufsteigenden Ketten- 
brüchen an sich nur geringen Zusammenhang. Anders freilich 
verhält es sich mit der Frage der Periodizität, denn offenbar 
steht die allgemeine Untersuchung über aufsteigende periodische 
Kettenbrüche mit derjenigen über absteigende von gleichem 
Charakter auf derselben Stufe. Wir möchten sogar behaupten, 
dass durch die bekannten Methoden der Ueberführung von auf- 
steigenden in absteigende Kettenbrüche der eigentliche Schlüssel 
zur Behandlung der periodischen Dezimalbrüche an die Hand 
gegeben sei, deren Theorie hekanntlich noch nicht soweit ge- 
fördert ist, als man an und für sich erwarten dürfte. Da nun 
diese Frage selbst in unseren Tagen noch in keiner Weise für 
abgeschlossen gelten kann, so verzichten wir auf ihre geschicht- 
liche Darstellung und beschränken uns auf die eigentliche 
Erfindungsgeschichte der zehntheiligen Brüche. 

Der erste Mathematiker, welcher die Dezimalbrüche ausser- 
halb der Trigonometrie anwendet, ist Cardanus; ja Cantor 
glaubte sogar ihm die erste Verwendung derselben für Wurzel- 
ausziehungen zuschreiben zu müssen), ehe es ihm gelang, 


47) Kästner, 1. Band. S. 557. 48) Wing, Astronomia Britannica, 
Londini 1668, Lib. I. 49) Cantor, Petrus Ramus, Michael Stifel, Hiero- 
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in Johannes Hispalensis den ersten Erfinder nachzuweisen. 
Cardan bedient sich der Dezimalbrüche‘®) ganz in der Weise, 
wie wir dies noch heute thun. Wir führen als charakteristisch 
folgende Stelle des Cardan’schen Werkes an, welche auch 
Cantor (s. o.) namhaft macht. ‚,Zst et alius quaerendi qua- 
dratam et cubicam modus cum approximalione in una operalione 
tantum valde bonus ac praecisus, quo ego utor, el est ul in qua- 
drata addas numero toliens VO quotiens volueris invenire prae- 
cisionem propinquiorem, veluti si addideris OO habebis praecisionem 
ad 1 si addideris VOOO habebis praecisionem in on et ila semper 
in dimidio nullitatum additarum“. 

Cardan’s Methode scheint selbst bei seinen eigenen Lands- 
leuten keine rasche Aufnahme gefunden zu haben; es wäre 
ausserdem gewiss wenigstens in dem Werke Cataldi’s eine 
Hinweisung darauf enthalten, welches ausschliesslich der Lehre 
von der Wurzelausziehung gewidmet ist°!). Cataldi ignorirt 
Cardan’s Methode, obwohl dieselbe den beiden von ihm ge- 
lehrten — so ingeniös dieselben auch an sich unzweifelhaft 
sind — praktisch vorzuziehen ist. 

Anmerkung. Wir benutzen diese Gelegenheit, um eine Lücke in 
unserer mehrfäch zitirten Arbeit über die Geschichte der Kettenbrüche 
auszufüllen. Wir haben daselbst Cataldi’s erste Methode einer ein- 
gehenderen Diskussion nicht unterzogen, da ein direkter Zusammenhang 
derselben mit den kontinuirlichen Brüchen nicht vorzuliegen schien. 
Indess ist ein solcher in der That vorhanden. Die Näherungsmethode 
selbst ist diese: Ist a, ein erster angenäherter Werth von Ym, so gilt ein 
gleiches auch in sukzessive höherem Grade für 


I m 1 m 1 m 
a Dan, pP uesartn) 


Es legte sich nun Fürst Bonecompagni’®) die Frage vor, ob viel- 
eicht jedes solches a» mit einem bestimmten Näherungsbruche der be- 
kannten Kettenbruchentwickelung 


nymus Cardanus, drei mathematische Charakterbilder aus dem 16. Jahr- 
hundert, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 2. Jahrg. S. 373. 50) Cardanus, 
Practica arithmeticae generalis, Mediolani 1539. 51) Cataldı, Trattato 
del modo brevissimo di trovare la Radice wuadra delli numeri, et Begole 
da approssimarsi di continuo al vero nelle Radici de’ numeri non qua- 
drati, con le cause, et inventioni loro, et anco il modo di pigliarne la 
kadice cuba applicando il tutto alle operationi militari, Bologna 1613. 
52) Boncompagni, Question (1111), Nouv. ann. de mathem. Tome XII. 
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VYm EVa® -+r -44+3, +, AR 


übereinstimme. Diese Frage ward von Moret-Blanc5°) vermittelst 
eines eleganten jedoch nicht ganz direkten Kalküls in bejahendem Sinne 
entschieden; kürzer lässt sich dies, wie an einem. anderen Orte5!) gezeigt 
wurde, durch folgende Betrachtung darthun, welche hier des Zusammen- 
hanges halber eine Stelle finden möge. 

Der nte Näherungswerth des obigen Kettenbruchs ist bekanntlich 
gleich 

(u +Va, +r) Hr (a, - 6 Var - + r)” 


aut Lüg, RR 
Va, 7 (a, #2 Va® Er) — (a, reg Var. Ss r)” 





Soll also etwa der xte Näherungswerth der zweiten Entwickelung 
dem yten der ersten gleich sein, so muss die Identität 


„(at Var Fr)" + (a - Var r)° 


"(+ Var + r)°— (a — Var + r)" 





17 (u EVar Er Na mr 
|" (a +Va®+r) + (a —Va?+r) 








a1 m (m+Var+r)%+ (u — Var + r) | 
mn (y+Var+rY— (u — Va®-+r)? 


bestehen. Dividirt man beiderseits mit m, so folgt 


(a, + Var +)" — (m Var Er) 
(a, + Var -t- r)® _— th Va’: 215 r)® 


(a Ä Var+ a2 +7) ii (a, — Va®+r) 





(a + Va? +r)% — (a Var +7) 


d. h. es ist 
a=2Y. 


Bezeichnet sonach kp den pten Näherungswerth des Kettenbruches, 
so .ergiebt sich 


„uk, Beh, mh, uk. . Am = k,m—1: 





53) Moret- Blanc, Solution de la question 1111, proposee dans les 
nouvelles annales de mathematique, ibid. Tome XI. 54) Günther, Ver- 
gleichung zweier Methoden zur näherungsweisen Bestimmung irrationaler 
Grössen , Sitzungsber. d. el med.-phys. Sozietät, 6. Heft. 8. 82 ff, 
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Der innige Zusammenhang beider Methoden ist hierdurch fest- 
gelest. 

Das hier in Rede stehende Approximationsverfahren, welches wir, 
da von neueren Gelehrten besonders Bertrand’) darauf Rücksicht 
nahm, das Bertrand’sche nannten, scheint sein Dasein dem in mehr- 
facher Hinsicht berühmten Italiener Pacioli5*) zu verdanken, wie in 
jener Abhandlung auf Kästner’s’?) Autorität hin angeführt wurde. Die 
Stelle dieses Werkes®) überschrieben 


„De aproximatione BR. in surdis ar.“ 


hat Boncompagni’) in extenso abdrucken lassen. Aber ausserdem 
findet man dasselbe Rechnungsverfahren auch noch in einer Handschrift 
des Vatikan. Boncompagni hatte in dieser Angelegenheit eine be- 
kannte Autorität, nämlich Woepcke, beigezogen, welcher das gegen- 
seitige Verhältniss der Quellen eingehend studirte und nachwies, dass 
die Methode des Vatikanischen Manuskriptes No, 3129, die des Lucas 
Pacioli und die erste des Cataldi im Wesentlichen auf dasselbe 
hinauskommen 0%), Dürfte man, hierdurch geleitet, vielleicht annehmen, 
Cataldi sei auf diese Idee erst gekommen, nachdem er seine zweite 
Methode, die Umformung der Quadratwurzel in einen Kettenbruch, 
bereits besessen, oder mit anderen Worten, können wir bereits bei 
Cataldi die Kenntniss dieses Zusammenhanges voraussetzen ? Jeden- 
falls ist es eigenthümlich genug, dass man erst 300 Jahre nach der 
Zeit eines Mannes, der beide Theorien kannte und in dem nämlichen 
Werke darstellte, auf die Verwandtschaft beider aufmerksam ward; 
noch Grunert‘!), welcher mit bekannter Aufmerksamkeit beide Ope- 
rationen behandelte, scheint einen Zusammenhang nicht vermuthet zu 
haben, 


$. 14. Ziemlich zur nämlichen Zeit wie Cardanus be- 
diente sich der Engländer Buckley der Dezimalbrüche zum 
gleichen Zwecke wie ersterer. Kästner?) berichtet von ihm: 
„Wilhelm Buckley, der zu Eduard VI. Zeit lebte, und 





55) Bertrand, Traite d’arithmetique, Paris 1867. 8. 245. 56) Lucas 
de Burgo Sancti Sepulchri, Summa de Arithmetica Geometria Proportioni 
e Proportionalita, Venetia 1494. 57) Kästner, 1. Band. S. 68. 58) 
Lucas de Burgo, 8. 46. 59) Boncompagni, Intorno ad un metodo per 
la determinazione approssimativa degl’irrazionali di secondo grado bramo 
di lettera del Dr. F. Woepcke a D. B. Boncompagni, Bull. di bibl. e di 
storia etc. Tomo VII. S. 255 ff. 60) Ibid. S. 255, 256. 61) Grunert, 
Ueber zwei besondere Methoden der Ausziehung der Quadratwurzel, mit 
besonderer Rücksicht auf die Verdienste des italienischen Mathematikers 
Pietro Antonio Cataldi, wahrscheinlich des ersten Erfinders der 
Kettenbrüche, Arch. d. Math. u. Phys. 30. Theil S. 275 ft. 62) Kästner, 
1. Band. S. 48, 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, 8 
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um 1550 gestorben sein mag, hat eine Aröthmeticam memora- 
tivam hinterlassen, die Wallis bei Setoni Logica, Cam- 
bridge 1631 fand, der nicht weiss, ob sie eher erschienen ist. 
Sie ist in lateinischen Versen verfasst, folgende, für Ausziehung 
durch Näherung: 

Quadrato numero senas praefigito ciphras 

Producti quadri radix per mille secetur, 

Integra dat Quotiens, et pars ita recta mamebit 

Radici ut verae, ne pars millesima desit“. 

Diess ist allerdings ganz das Cardan’sche Verfahren, und 
es ist deshalb nicht gerechtfertigt, wenn in den Angaben der 
Historiker über -die Fortschritte der Dezimalbruchrechnung 
zwischen Cardan und Stevin eine Lücke erscheint. 


Simon Stevin von Brügge, der Entdecker des hydrosta- 
tischen Paradoxons, ist es, dem die Lehre von den zehn- 
theiligen Brüchen die erste zusammenhängende Darstellung 
verdankt. Quetelet‘®), der seinem berühmten Landsmann 
einen Ehrenplatz in seinem bekannten Werke einräumt, unter- 
scheidet mit Recht eine ‚‚erste‘‘ und eine „zweite Erfindung“ 
bei jeder wissenschaftlichen Neuerung von Belang. Als ersten 
Erfinder der Dezimalbrüche glaubt Quetelet den Stevin 
nicht bezeichnen zu dürfen, wohl aber als zweiten, und hiermit 
hat er Allem nach, was wir bisher kennen lernten, das Richtige 
getroffen. 

Um welche Zeit Stevin sich mit dieser Materie zu be- 
schäftigen anfing, ist wohl nicht genau festzustellen, denn wir 
kennen seine Leistungen blos aus der Gesammtausgabe seiner 
Werke, welche seinen Schüler Albert Girard (vgl. Kap. I.) 
zum Herausgeber hat, jedoch wurde ein Theil bereits 1585 
publizirt; der davon handelnde Traktat ist überschrieben „Za 
disme‘‘ und beginnt mit einer warmen Anpreisung der dezimalen 
Theilung überhaupt. Stevin legt darin Gedanken über ein 
allgemeines dezimales Mass-, Münzen- und Gewichtssystem 
nieder, die seit den Tagen der französischen Republik immer 
mehr ihrer Realisirung entgegengehen. 

Die Dezimalbruchrechnung wandte Stevin, wie Que- 
telet‘*) sich ausdrückt, ‚,@ loutes les operations de T’arithmetique 


63) Quetelet, Histoire des sciences mathematiques et physiques chez les 
Belges, Bruxelles 1871. S. 144 ff. 8. 156. 64) Ibid. S. 158. 


Kapitel II. 115 


usuelle‘“ an, jedoch fehlte es ihm noch sehr an einer passenden 
Bezeichnung. Die einfache Manier, den Uebergang von den 
positiven zu den negativen Potenzen von 10 durch ein da- 
zwischen gesetztes Komma, den sogenannten Einerstrich, an- 
zudeuten, stand ihm noch nicht zu Gebote; er liess vielmehr 
dessen Stelle durch eine Null vertreten. Jeder Koöffizient 
einer weiteren negativen Potenz von 10 erhielt den betreffenden 
Exponenten beigeschrieben, so dass z. B. unser Dezimalbruch 


64,8915 durch das Symbol 


BOBO® 
642.058. 97123 


gegeben werden müsste. So wenig förderlich diese uneigent- 
lichen Exponenten für die Praxis auch sein mochten, so ist 
doch auf der anderen Seite auch nicht in Abrede zu stellen, 
dass in denselben der Keim zu einem wichtigen Fortschritte 
lag. Stevin gilt bekanntlich als der eigentliche Erfinder 
unserer heutigen Potenzbezeichnung, wie er denn auch zuerst 
gebrochene Potenzen in dieser Weise darstellte. Freilich kann 
er auch hier, streng genommen, nur als Nacherfinder gelten, 
denn solche Exponenten kommen bereits im 14. Jahrhundert 
bei Nicole Oresme®) vor. 


Das Symbol ® hiess Prime, @ Sekunde etc., und diese 
Bezeichnungsweise wurde nach Kästner‘), besonders in der 
praktischen Geometrie, noch lange beibehalten. Von Stevin 
hatten wahrscheinlich die niederländischen Geometer Adrianus 
Romanus und Ludolph van Ceulen gelernt, welche in 
ihren Arbeiten über näherungsweise Kreisquadratur sich mit 
den Dezimalbrüchen vertraut zeigen. 


S. 15. Seit Stevin begann die Dezimalbruchrechnung 
eine allgemeine Verbreitung zu finden. Wir nennen deshalb 
nur noch einige Bücher, welche diesem Kapitel speziell ge- 
widmet sind; die genaue Zusammenstellung dieser Literatur 
verdanken wir Kästner”), dessen ausgedehnte Bücherkenntniss 
ihm hier zu statten kam. Vor Allem ist es die Arithmetik 


65) Curtze, Die mathematischen Schriften des Nicole Oresme, 
Berlin 1870. 8. 8. 66) Kästner, 3. Band. S. 395. 67) Ibid. 3. Band. 
Ba bir 
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vonRecorde®), ein auch sonst für die Entwickelung der mathe- 
matischen Formelsprache nicht unwichtiges Werk 9%). Ferner 
Wingate’s Rechenkunst’®), welche sich ausführlich mit De- 
zimalbrüchen befasst und u. a. auch die zur Interesse-Rechnung 
dienenden Tabellen in Dezimalbrüchen giebt, was allerdings 
bereits Stevin gethan hatte. Auch Beyer’s Werk’!) ge- 
hört hierher. 

Nur eines wichtigen Momentes in der Geschichte der De- 
zimalbruchrechnung glauben wir noch besonders gedenken zu 
müssen; wir meinen die Erfindung der abgekürzten Multipli- 
kation durch Praetorius. Die mathematischen Verdienste 
dieses Mannes sind bekannt, gehören aber sonst ganz dem 
Gebiete der Geometrie an, wie man aus der eingehenden Dar- 
legung von Chasles’?) ersehen mag. Durch die praktische 
Geometrie sah er sich auf die Dezimalbrüche hingeführt und 
erkannte, dass man der weitläufigen Multiplikation zweier 
solcher Brüche ein abkürzendes Verfahren substituiren könne, 
ohne doch die Genauigkeitsgrenze zu verlassen. Er theilte 
seine Idee dem Kanzler Herwart v. Hohenburg mit, 
dessen mathematische Arbeiten sich hauptsächlich auf die Ver- 
einfachung numerischer Rechnungen bezogen — man erinnere 
sich an seine Multiplikationstabellen — und der natürlich den 
Werth der neuen Erfindung wohl zu schätzen wusste. Er 
theilte dieselbe seinem Freunde und Correspondenten Kepler 
brieflich mit’), und dieser übersah ebenfalls sofort ihre Vor- 
theile. ‚‚Calculum Praetorü‘“ — schreibt er an Herwart’®) — 
„in magni beneficii loco habeo, quis dua obliguangulorum sphae- 
ricorum formas singulis operationibus solvere exemplo docet“. Bald 
fand sich auch eine schöne Gelegenheit, dieses Urtheil praktisch 
zu bethätigen. Landgraf Philipp von Hessen hatte Kepler 


68) Record’s Arithmetick, or the ground of arts, teaching the per- 
feet Work and Practice of Arüthmetick, both in whole numbers and 
Fractions, after a more easie and exact form than in former time hath 
been set forth, London 1673. (2. Ausgabe.) 69) Baltzer, Die Elemente 
der Mathematik, 1. Band, Leipzig 1865. S. 66. 70) Wingate’s arith- 
metick, containing a plain method for attaining the Inowledge and 
practice of common arithmetick, improved by John Kersey, London 1660, 
71) Beyer, Logistica decimalis, Frankfurt 1619, 72) Chasles, Gesch. 
der Geometrie, deutsch von Sohnke, Halle 1839. S. 497 ff, 73) Kepleri 
Opera omnia, ed Frisch, Vol, II. 74) Ibid. 
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von der Schwierigkeit der Aufgabe gesprochen, die für das 
System der Ekliptik gegebenen Koordinaten eines Sternes auf 
den Aequator zu übertragen, indem dabei besonders mühsame 
Multiplikationen und Divisionen von Dezimalbrüchen erforder- 
lich seien’5).. Dem widerspricht Kepler’®). ,,So bedarf es 
sich auch nit, dass man die multiplicationes und divisiones gantz 
aussmacht, sondern des Praetorü Weise, ist sicher und gut, 
das ich anfahe mit dem ersten digito Multiplicationis ad sinistram, 
qui ducatur in multiplicandum lotum. Darnach secundus ilius ad 
sinistram ducalur in hunc non totum, sed demtä ejus ultima figura 
ad dextram, et factum subscribatur, ul in margine apparet. Also 
auch mit dem Dividiren. Dan was also abgeschnitten würt, 
da gibt im quotienten mit über 2 oder 3 Unitates Verfählung 
in digilo ullimo ad dexiram. - Kan sich also der Calculator ver- 
lassen, dass alle vorhergehende digitö gerecht“. Die Rechnung 
selbst ist diese: 





4062051 AT27487 | 
1163818  . 4755763 
4062051 42801866 9 
406205 - 447300419 
243723 4280187 
12186 192817 |4 
3250 190230. 
40 2587,05 
32 9378 
4727487 920914 
190 
19. 


Ist hier auch nicht von Dezimalbrüchen, sondern von 
ganzen „Zahlen die Rede, so leidet es doch keinen Zweifel, 
dass die Rechnung ebenso geführt werden konnte, wenn solche 
‚vorlagen. Interessant ist auch Kepler’s Versuch, die erreichte 
Genauigkeit in Thheilen der letzten Ziffer abzuschätzen. 


Diese hochwichtige Stelle blieb bis in die neueste Zeit in 
Kepler’s Papieren verborgen; wir verdanken ihre Kenntniss 


75) Ibid. 76) Ibid, 
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dem Herausgeber der Kepler’schen Werke, welcher den 
hierauf und auf die Logarithmen bezüglichen Theil des, Brief- 
wechsels bekannt machte”’). 
$. 16. Wir wollen uns nunmehr zur Geschichte des all- 
gemeinen aufsteigenden Kettenbruches zurückwenden. Der 
ganze Zeitraum zwischen dem löten und 18ten Jahrhundert 
liefert uns kein Material; wir müssten denn der sogenannten 
„wälschen Praktik‘ erwähnen. Mit diesem Namen belegten 
die deutschen Rechenmeister, wie Lemkes’°) richtig bemerkt 
hat, den Kunstgriff, einen beliebigen Bruch in einen auf- 
steigenden Kettenbruch von zwei oder mehr Theilbrüchen zu 
verwandeln, welch letztere dann eine sehr einfache Form haben 
mussten. So ist z. B. nach wälscher Praktik 
BSlhbee 
21 3 
Zwar muss bemerkt werden, dass man unter wälscher 
Praktik auch noch andere ähnliche Kunstgriffe versteht, wie 
diess die Rechenbücher von Simon Jacob’), Schleupner°) 
u. a. beweisen, der reine Begriff bleibt aber der genannte, 


Der erste Mathematiker, welcher aus eigener Initiative die 
Lehre von den aufsteigenden Kettenbrüchen wieder aufnahm, 
ist Lagrange. Seine hierauf bezügliche Abhandlung scheint 
sich jedoch der Beachtung der Mathematiker gänzlich ent- 
zogen zu haben, und wir glauben deshalb nichts Ueberflüssiges 
zu thun, wenn wir eine ausführliche Analyse derselben hier 
mittheilen. Vielleicht mag der anscheinend ganz elementare 
Charakter fraglicher Arbeit!) den Grund zu dieser Vernach- 
lässigung gegeben haben; verdient hat sie eine solche, wie wir 
zeigen werden, in keiner Weise. 


$. 17. Das Fundamentalproblem, dessen weitere Diskussion 





* 

77) Frisch, Ueber Kepler’s Logarithmen und einige Briefe von 
Kepler, Archiv d. Math. u. Phys. 24. Theil. 8. 296. 78) Lemkes, 
Theoria fractionum continuarum ascendentium, Monasterii 1870. 8. 15. 
79) Simon Jacob von Coburg, Ein new unde wol gegründt Rechenbuch 
auff den Linien und Ziffern, sampt der Welschen Praktik und allerley 
vortheilen, Frankfurt am Mayn 1565. 80) Schleupner, Der Deutschen 
und Welschen sowohl der gantzen Welt Praktika Rechnung, Bresslau 1586. 
81) Lagrange, Essai d’analyse numerique sur la transformation des fractions, 
Journ, de l’&cole polytechn. Cahier V. 8. 93 f. 
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zu den aufsteigenden Kettenbrüchen führt, ist folgendes: Ge- 
geben sei ein Bruch, der in reduzirter Gestalt gleich 


B 

A 
. . . m 
ist. Es soll ein anderer jenem gleicher Bruch — gefunden 
werden, was natürlich nur annäherungsweise möglich ist; um 
eine solche Näherung zu erreichen, muss die Differenz beider 
Brüche, d. h. der Ausdruck 


Ba—= Am TO 
Aa wir AR 





einen möglichst kleinen Werth bekommen. Je nachdem C 
positiv oder negativ ist, wird der Vorgang der Division mit 
einem besonderen Wort bezeichnet°®?). ,,On peut, pour plus 
de simplicite, appeler division „en dedans‘“ celle ou le reste est 
positif, et „division en dehors“ celle qui donne un reste negatif; 
parce qu'en efjet, dans la premiere, le produit du quotient par le 
diviseur tombe en dedans du dividende, et que, dans la seconde, 
ıl tombe en dehors.“ 

So findet man 





b m C 
Ar = a E Aa’ 
und wenn Ob — An=+D, DC — Ap=- E gesetzt wird, 
Er IM 
een 
Derasp E 
ee 


Die Zusammensetzung dieser Ausdrücke liefert 
E 


Bb m N » 
FEST are abe ne 


Wie in dieser Weise fortzuschreiten ist, liegt am Tage. 
Für a=b=.c etc. fliesst hieraus 


EEE DE" 


A GI Hal zn dr 


Als Beispiele solcher Reihen werden die für e*, sin, 
cos namhaft gemacht. 


82) Lagrange, 8. 94. 
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Es wird dann weiter n=n=p=---—=]1 gesetzt und 
gezeigt, wie man jeden ächten Bruch in eine solche Reihe ver- 
wandeln kann, die nach Druckenmüller (s. $.20.) als „Ketten- 
reihe‘ vom Zähler 1, nach Heis (s. $. 21.) als ‚‚Theilbruchreihe‘ 
zu bezeichnen wäre. Die von Lagrange hierzu angegebene 
Regel kann folgendermassen formulirt werden: 

Soll ein dächter Bruch in eine Theübruchreihe verwandelt 
werden, so dividire. man mit dem Zähler in den Nenner, mit dem 
Rest wieder in den Nenner u. s. f.; die hierbei sich ergebenden 
Quotienten sind successive gleich a, b, c etc. 

So findet Lagrange, von der auf 26 Stellen berechneten 
Ludolf’schen Zahl ausgehend, für x den Ausdruck ®): 


1 1 1 1 1 
34 7 7.135.29:1134739 ar 7.113.4739.47051 st 7.113.4739.47051.499762 





Die beiden ersten Glieder ergeben das Verhältniss des 
Archimedes, die drei ersten dasjenige des Metius,*) und die 
Konvergenz ist eine sehr rasche. 


8. 18. Nunmehr wendet sich Lagrange einer anderen 
Aufgabe zu, die er mit folgenden Worten®5) definirt: „Dans 
les problemes precedens, Ü a cte question de reduire une fraclion 
donnee a d’autres fractions dont les numerateurs etavent donnes ; 
mais on peut chercher simplement a reduire une [raction a d’autres ' 
fractions exprimees en moindres lermes, ei qui soient les plus 
approchantes qui est possible de la fraction donnee“. Wir er- 
sehen hieraus: 

Bei Lagrange findet sich zuerst der Begriff der Näherungs- 
mwerihe von aufsteigenden Kettenbrüchen. 

Bleiben wir beim ersten Näherungsbruche stehen, so muss 
zunächst die diophantische Gleichung **) 








*) Für die Erfindungsgeschichte dieses Näherungswerthes kann man 
eine lesenswerthe Abhandlung von Glaisher°*) vergleichen, welche sich 
über verschiedene historisch wichtige Punkte in der Lehre von der Kreis- 
quadratur verbreitet. 

**) Wir haben oben das Wort „diophantische Gleichung‘ im gewöhn- 
lichen Sinne genommen. Streng richtig’ ist diese Bezeichnung allerdings 
nicht, da Diophant auf ganzzahlige Auflösungen gar kein Gewicht legte, 





83) Ibid. S. 100. 84) (rlaisher, On the Quadrature of the Circle, 
A. D. 15860—1630, The Messenger of Mathematics, 1873. S. 27 ff. 85) 
Lagrange, 8. 101. 
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Ba—-Am=-+ 


ganzzahlig aufgelöst werden. Hierzu kommen dann bei wei- 
terem Fortschreiten die Gleichungen 


mb—an=-]1, 
ne—-bp=-1. 


Ueber dieses System unbestimmter Gleichungen wird nun 
eine Reihe eleganter Betrachtungen angestellt und es findet 
sich als Schlussresultat 


n=B—-Am,p=m-—un..  b=A—Jac=a—ub.:-, 


unter A, w ++ beliebige ganzzahlige Werthe verstanden. 
Werden endlich noch Hülfsgrössen eingeführt durch fol- 
gende Gleichungen: 


ET ae RR Re a 
BA 1 REN ee za el 


so kann man, wie Lagrange°‘) beweist, jeden Quotienten 
zweier in alphabetischer Ordnung aufeinanderfolgender grosser 
Buchstaben einem einfach gebildeten Kettenbruche gleichsetzen. 
Grösserer Uebersichtlichkeit halber führen wir die zu La- 
grange’s Zeit noch wenig ausgebildete Indexbezeichnung ein 
und setzen statt N, P, 0, R, 8 etc. allgemein N, N, ..., statt 
Teer, varc., statt d,.D,.c.etc. a, , au... und statt 
m, n, p etc. 0%, N, ... Dann erhalten wir folgende Ketten- 
bruchentwickelung 


N h 
DEREN =. + 14 


Vvx—2 + ARER EteL, gun Ali 


wo x jede positive ganze Zahl > 1 bedeutet. Ne ist aber 
jedes dieser v durch die Theilzähler und Theilnenner des auf- 
steigenden Kettenbruches, in welchen 

B 


A 
entwickelt wurde, darstellbar, und man kann somit zum Schluss 


und die unbestimmte Analytik der Griechen überhaupt, ganz abweichend 
von der der Inder, blos die Bestimmung rationaler Werthe verlangte, 


86) Ibid. S, 111, 
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den aufsteigenden Kettenbruch in Form eines absteigenden 
erhalten, dessen Theilzähler und Theilnenner aus denen des 
ersteren, d. h. aus a, und n;, zusammengesetzt sind. 

Die Umwandlung eines aufsteigenden in einen absleigenden 
Kettenbruch ward zuerst, wenn auch nicht in entwickelter Form, 
von Lagrange geleistet.- 

Den Schlusspassus der Abhandlung glauben wir seines 
allgemeinen Interesses halber wörtlich hier anführen zu sollen’”): 
„Nous avons considere le probleme de la reduction de fractions, 
a dautres plus simples, d’une manicre generale, et nous avons 
 derive d’un meme principe la theorie des fractions decimales, con- 
sideree dans un systeme quelcongue de numeration, la theorie d'une 
autre espece de [ractions peu connues, que feu Lambert a, je crois, 
proposees le premier, et qui ont lavanlage singulier de former de 
suites plus convergentes quaucune serie geometrique,; enfin la 
theorie des fractions conlinues, qui avait loujours ete traite jusqu'ici 
dune maniere isolee. Le seul objet de cel ccrit a eie de montrer 
comment ces differentes theorie pouvaient Etre rapprochees et pre- 
senlees sous un meme point de vue‘“. 

Wäre Lagrange’s Hinweisung auf eine sachgemässe Be- 
handlung der Lehre von den Dezimalbrüchen besser gewürdigt 
worden, so wäre unsere oben gemachte Aeusserung (s.$.1.) nicht 
zutreffend; leider theilte jedoch diese Andeutung das Schick- 
sal der ganzen Studie, dessen wir bereits gedachten. 


8. 19. Wie aus dem Obigen hervorgeht, betrachtete La- 
grange nicht sich selbst als den Erfinder der Kettenreihen, 
bezüglich aufsteigenden Kettenbrüche, sondern führte diese 
Erfindung auf Lambert zurück. Da er eine Quelle durchaus 
nicht namhaft macht, so schien es zuerst nicht leicht, seine 
Angabe zu verifiziren — ist doch die Anzahl der von Lam- 
bert theils selbstständig, theils in Journalen veröffentlichten 
Arbeiten bekanntermassen eine überaus grosse. Es gelang je- 
doch, die betreffenden Stellen auszumitteln, und es fand sich, 
dass der deutsche Mathematiker den Gegenstand nicht blos 
vorübergehend berührt, sondern einer ausführlichen Unter- 
suchung unterworfen hat, welche ganz wie die seines berühmten 
Nachfolgers der Vergessenheit anheimfiel. In den uns zugäng- 
lichen Arbeiten vermochten wir wenigstens keine Andeutung 


87) Ibid. 8. 114. 
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zu entdecken, dass deren Verfasser von jenen Studien Kenntniss 
genommen hatten. 

Lambert’s Aufsatz beschäftigt sich mit einem allgemeinen 
Gegenstande®8), nämlich um es kurz zu sagen, mit dem Problem 
der Näherungswerthe im grössten Massstabe. Die Analogie 
zwischen seiner Arbeit und der von uns oben analysirten 
Lagrange’s tritt hiernach deutlich hervor; während aber 
Lagrange von den aufsteigenden Kettenbrüchen zu den ab- 
steigenden fortschreitet und dabei stets deren gegenseitigen 
Zusammenhang im Auge behält, ist der Untersuchungsgang 
Lambert’s ein umgekehrter, und ein Versuch, jenen Zusam- 
menhang zu ermitteln, wird nicht gemacht. Vom praktischen 
Standpunkte aus betrachtet, erscheint der Gegenstand bei 
letzterem ungleich mehr durchgearbeitet, wogegen wieder 
Lagrange’s Essai durch die Eleganz der Behandlung und 
den universelleren Standpunkt einen höheren theoretischen 
Werth beanspruchen darf. 

Lambert knüpft seine Betrachtung‘’) an das spezielle 
Zahlenbeispiel der Ludolphine an und entwickelt, allerdings 
in einer noch ganz empirischen Weise, für x die Reihe 


1 1 1 


1 
ur 78011175.991552°.3748699 443384023362059 ? 





welche äusserst schnell konvergirt und in ihren ersten drei 
Gliedern genau, in den folgenden jedoch nur näherungsweise 
als Theilbruchreihe angesehen werden kann. Lambert nimmt 
jedoch von dieser Reihe Gelegenheit, das Problem der Theil- 
bruchreihe selbst anzugreifen. 

„Wenn man“ — sagt er?) — „nicht so genau darauf 
sieht, dass solche Reihen unter allem am geschwindesten kon- 
vergiren, so lassen sich solche finden, die nach gewissen Ge- 
setzen fortgehen. So z. E. es sei die Frage jede Dezimal- 
reihe in eine Reihe von Brüchen von folgender Form 


: 1 1 1 
RENT TEC 


zu verwandeln, und zwar mit der gedoppelten Bedingung, dass 


88) Lambert, Verwandlung der Brüche, Beyträge zum Gebrauche der 
Mathematik und deren Anwendung, 2. Theil, Berlin 1770. S. 54 ff. 89) 
Ibid. S. 102. 90) Ibid. S. 104. 
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a, b, c, d etc. ganze Zahlen seyen, und die Reihe unter allen 
dieser Art am geschwindesten könvergire“. | 

Als unmittelbarer Beleg, dass dies stets angehe, folgt dann 
sofort die Entwickelung der Reihe 


Se 1 1 1 
"sr Tas Tasarıs T TU8A730.00081 


1 
a5 7.113.4739.47051.499762 A 











Zum Beweise, dass man sehr verschiedene und sehr ver- 
schieden konvergirende Kettenreihen finden könne, folgt die 
weitere Reihe 

1 1 1 1 1 


— 


Ts Tan T sms Fern T"" 

Die Art und Weise, wie numerische Bruchwerthe in solche 
Reihen umzusetzen sind, ist ganz die nämliche”'), welche wir 
bei Lagrange (s. $. 17.) kennen gelernt haben. 

Eine theoretisch wichtige Bemerkung kommt im letzten 
Paragraphen des von Kettenreihen handelnden Abschnittes vor. 
Es wird nämlich bemerkt, dass die Bedingung der schnellsten 
Konvergenz auch fallen gelassen werden könne, und dann 
heisst es weiter??): „Will man von dieser Bedingung abgehen, 
so kann jeder Bruch und jede Dezimalreihe in unzählige 
Reihen verwandelt werden, die nach anderen Absichten ein- 
gerichtet werden können‘. 

Bei den Kettenbrüchen gewöhnlicher Art ist dies bekannt- 
lich nicht der Fall, und wir erkennen so: 

Lambert erkannte der erste den wesentlichen Unterschied zwischen 
ab- und aufsteigenden Kettenbrüchen, der darin besteht, dass jeder 
ächte Bruch nur auf eine einzige Art in einen absleigenden Ketten- 
bruch vom Theilzähler 1 verwandelt werden kann, während ihm 
unendlich viele aufsteigende Ketlenbrüche von demselben Charakter 
gleich sein können. 

Die hier erwähnte Grundeigenschaft der absteigenden 
Kettenbrüche scheint zwar schon früh bemerkt, aber erst ver- 
hältnissmässig spät (von Grunert”)) ganz genügend bewiesen 
worden zu sein. 


91) Ibid. S. 109. 92) Ibid. 8. 111. 93) Grunert, Mathematische 
Abhandlungen, 1. Sammlung, Altona 1822. S. 136 ff. 
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S. 20. Der Begriff der Kettenreihen (aufsteigenden Ketten- 
brüche von beliebigem Partialzähler) war von Lagrange, 
jener der Theilbruchreihen (Partialzähler = 1) von Lambert 
in die Wissenschaft eingeführt worden. Aber, wie wir bereits 
sahen, nahm man keine Notiz von diesen Arbeiten und es 
vergiengen wieder vierzig Jahre, bis sich ein Fortschritt in 
dieser Angelegenheit manifestirte. Das Verdienst, diesen Fort- 
schritt herbeigeführt zu haben, gebührt einem deutschen Ge- 
lehrten, dem auch auf dem Gebiete der analytischen Geometrie 
vielfach verdienten Druckenmüller, welcher dem Gegen- 
stande ein eigenes Werk widmete’*)*), 

Eine Kettenreihe ist allgemein eine (endliche oder unend- 
liche) Reihe von der Form 


EEE "3 ar 
a ze a, Ga ur Ay dydiz JR 
bezüglich ein aufsteigender Kettenbruch 


a 
ur 





spezieller versteht man (wie z. B. Matthiessen’°)) darunter 
den Falla, =4,=::--.a. Im letzteren Sinne gehören zu den 
Kettenreihen die Dezimalbrüche, so ist 


3 4 ji 8 
Better 


eine solche. 

Bleiben wir bei diesen Kettenreihen noch einen Augen- 
blick stehen. Kettenreihen, in deren Zählern irgendwelche 
Periodizität obwaltet, können summirt werden, d. h. es lässt 
sich für dieselben der Werth, welche sie als konvergirende 


*) Der Verf. sieht sich genöthigt, an dieser Stelle sein lebhaftes Be- 
dauern darüber auszusprechen, dass es ihm nicht möglich war, die leider 
so wenig bekännte Arbeit Druckenmüller’s selbst in Augenschein zu 
nehmen. Es blieb ihm nur übrig, ein kurzes Resum& über dieselbe nach 
den in anderen Werken sich vorfindenden Notizen zusammenzustellen. 


94) Druckenmüller, Theorie der Kettenreihen und ihre Anwendung. 
Trier 1837. 95) Maithiessen, Schlüssel zur Sammlung von Beispielen 
und Aufgaben aus der allgemeinen Arithmetik und Algebra von Dr. 
Eduard Heis, 2. Band. Köln und Wien 1873. 8. 142. S 
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Reihen nothwendig besitzen müssen, independent angeben. Hat 
man ganz allgemein die periodische Kettenreihe 


m, My Mn—1 , Mn m, My 
er Ta ae 


deren Periode sich dadurch bestimmt, dass man allgemein dem 
Nenner 





aı”+" den Zähler m, 


entsprechen lässt g >1,r>1<n), so findet man durch Zu- 
sammenfassen von je n Gliedern 


mar—l — mar 2 + » » » + Mn-14 4 Mn 1 1 
= = = = 1 -- FE Part 2 y 





ar 


und durch Summirung der in Klammer stehenden geometrischen 
Reihe 





et mar t mar-?2... Hm —ıa + Mn, 
an — 1 

Matthiessen handelt ausführlich von der Verwandlung 
semeiner Brüche in Kettenreihen und beweist bei dieser Ge- 
legenheit nachstehenden interessanten Lehrsatz ®®): 

„Wenn Nenner und Zähler eiues Bruches zur Basis Prim- 
zahlen sind, so bilden die Zähler der Kettenreihe eine Periode, die 
gleich zu Anfang beginnt“. 

Auch zur Auflösung der unbestimmten Gleichungen ersten 
(Grades können die Kettenreihen verwandt werden, wie Drucken- 
müller gezeigt hat; indess bietet diese Methode nach Mat- 
thiessen’s”) Urtheil vor anderen bekannten Verfahrungs- 
weisen keinen wesentlichen Vortheil. 

Ss. 21. Wir haben uns im Vorstehenden bereits vielfach 
des Titels „aufsteigender Kettenbruch‘‘ an Orten bedient, wo 
der Autor selbst nur von Kettenreihen und Aehnlichem sprach. 
Die scheinbar so naheliegende Idee, das Theilungsprinzip, 
welchem der gewöhnliche Kettenbruch seine Entstehung ver- 
dankt, vom Nenner auf den Zähler zu übertragen, blieb ver- 
borgen, bis Kunze die Identität solcher Formen mit den 
Kettenreihen bemerkte und für erstere den gut gewählten Namen 
„aufsteigende Kettenbrüche“ in Vorschlag brachte”®). Diese 


96) Ibid. S. 143. 97) Ibid. S. 145. 98) Kunze, Die aufsteigenden 
Kettenbrüche, eine Zugabe zu allen Lehrbüchern der Arithmetik. Weimar1857. 
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Terminologie entspricht ganz derjenigen, welche wir für die 
nämlichen Gebilde bei Leonardo von Pisa kennen gelernt 
haben (s. $. 9.); der aufsteigende Kettenbruch hat sein Analogon 
in den „fractiones in gradibus‘“. 

Wir geben hier ein Referat über die in Kunze’s Schrift 
enthaltenen neuen Thatsachen, indem wir uns dabei an die 
sehr übersichtliche Rezension Cantor’s®) anschliessen. Es 
wird zunächst bewiesen, dass ein gewöhnlicher Bruch in unend- 
lich viele verschiedene aufsteigende Kettenbrüche vom Theil- 
zähler 1 verwandelt werden kann — ein Satz, dessen Urheber- 
schaft allerdings auf Lambert (s. $.19.) zurückgeführt werden 
müsste. 

Beim absteigenden Bekenherehe sind sämmtliche Näherungs- 
werthe so beschaffen, dass zwischen je zwei unmittelbar auf- 
einanderfolgenden der wahre Werth enthalten ist, beim auf- 
steigenden sind sie ohne Ausnahme kleiner als dieser letztere. Ist 


Du 
In 


.. . ” . FA 
der nte Näherungswerth eines aufsteigenden Kettenbruches 7, 


so bestehen die beiden Relationen 








A— n 
5 > : 

Pr +1 A 
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Auch für einzelne Funktionen werden die unendlichen auf- 
steigenden Kettenbrüche mitgetheilt, in welche dieselben sich 
entwickeln lassen: so ist 


DER FE FR EMENT 
Das IE 2 Team 2 





ag 
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Die Kunze’sche Leistung hat ihren Hauptwerth darin, dass 
sie die Identität der von Lagrange und Druckenmüller in 
die Wissenschaft eingeführten Kettenreihen mil kontinuirlichen 
Brüchen darthut, deren Bildungsgesetz dem der gewöhnlichen Ketten- 
brüche analog ıst. 





99) Cantor, Rezension hierzu, Kritische Zeitschr. f. Chemie, Phys. u. 
Mathem. Erlangen 1858. S. 378. 
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Den speziellen Fall der aufsteigenden Kettenbrüche, wo 
jeder Theilzähler der positiven Einheit gleich ist, hat Heis 
ausführlich untersucht und deren Nutzen für die Praxis nach- 
gewiesen. Bestimmte und unbestimmte Gleichungen verschie- 
dener Grade können mit ihrer Hülfe aufgelöst werden !%); 
überhaupt leisten sie bei allen Approximationsrechnungen gute 
Dienste. 


Wie wir früher (s. $. 18.) festzustellen Gelegenheit hatten, 
verfiel Lagrange der erste darauf, den Zusammenhang zwi- 
schen auf- und absteigenden Kettenbrüchen zu untersuchen. 
Es gelang ihm allerdings einen solchen aufzustellen; durch die 
von ihm eingeführten Zwischengrössen trat derselbe jedoch 
nicht klar zu Tage, und vor allem konnte man daraus nicht 
erkennen, wie äusserst einfach das Bildungsgesetz des resul- 
tirenden absteigenden Kettenbruches ist. 


Die jenen Zusammenhang vermittelnde Identität 
s 


en "Tat ah 5 
= Ag =— Az0a tb; — Aybobı 
a , Aa,dz by: 


ist zuerst von Schlömilch!?!) bemerkt worden. 





Vor kurzer Zeit erschien, vermuthlich auf eine Anregung 
von Heis (s. o.) hin, eine die gesammte Lehre von den auf- 
steigenden Kettenbrüchen behandelnde Inauguraldissertation, 
welche insofern einem Bedürfniss abhilft, als die betreffende 
Schrift das ganze bekannte Material übersichtlich zusammen- 
stellt!). Auch manches Neue findet sich in derselben, so 
besonders die Ueberführung von aufsteigenden Kettenbrüchen 
in Faktorenfolgen u. dgl. | 


Einen weiteren Fortschritt scheint unsere Disziplin von 
der Anwendung der Determinantentheorie erwarten zu dürfen. 
Nachdem die independente Darstellung der aufsteigenden Ketten- 
brüche durch die Gleichung !%) 


100) Matthiessen, 8. 181 ff. 8. 430. 101) Schlömileh, Rezension zu 
Kunze’s Schrift, Zeitschr. f. Mathem. u. Phys. 3. Jahrgang. Literaturz. 
S. 68. 102) Lemke, Theoria fractionum continuarum ascendentium, 
Monasterii 1870. 103) Günther, Darstellung der Näherungswerthe von 
Kettenbrüchen in independenter Form, Erlangen 1873. S. 42. 
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gegeben war, ist es relativ leicht geworden, alle Eigenschaften 
dieser Gebilde durch einfache Transformationen von Determi- 
nanten zu entwickeln *). 


Noten. 


I. Zu$.3. In jenem Paragraph war davon die Rede, wie sich Hankel 
und Nesselmann jene bekannte Erscheinung in der Logistik der Griechen 
zurechtlegten, dass, wenn nur irgend möglich, ja selbst auf Kosten der 
strengen Genauigkeit, ein komplizirterer Bruch durch eine Summe von 
Einheitsbrüchen ersetzt wurde. In seiner Rezension zu Hankel’s Werk !%) 
spricht sich Cantor anerkennend über Hankel’s Divinationsgabe aus, 
erwähnt aber, dass das Verfahren selbst schon von Leonardo Fibonacei 
angegeben worden ist. Indem wir noch zum Verständniss von Leonardo’s 
Bezeichnung der aufsteigenden Kettenbrüche auf $. 9. verweisen, führen 
wir eines der von ihm gegebenen Beispiele wörtlich hier an '%), 

„Zst enim in similibus quedam alia universalis regula, scilicet ut in- 
venias numerum, qui habeat in se multas regulas, ut 12, vel 24, vel 36, 
vel 48, vel 60, vel quemlibet alium numerum, qui sit major medietati nu- 
meri existenti sub uirgula, vel minor duplo ipsius: ut pro presceriptis N 
accipiamus 24, que sunt plus medietate de 29; et multiplica igitur 17, que 
sunt super wirgulam per 24, erunt 408; que divide per 29 et per 24, exibunt 
2:14 vet 1 eh) 


: dei 4 1 24: Im — —— 
a deinde vide de 14, que partes sunt de 24: sunt enim E38 vel ER 





*) Eine ganz neuerlich erschienene Arbeit von Mollame!*) über 
Kettenreihen haben wir, als wesentlich Neues nicht enthaltend, unberück- 
sichtigt gelassen. 

**) Hier sollte eigentlich der Bruchstrich nicht ganz ausgezogen sein, 
indem sich sonst leicht an Stelle des richtigen Werthes 


fi 1 7 
SR TE er 





104) Mollame, Expression du rapport entre deux etats d’uwne grandeur 
(ou de deux grandeurs homogenes) au moyen d’une serie, Periodico di scienze 
mat. e natur., per l’insegnamento puhlico, I. S. 86 ff. 105) Cantor’s Re- 
zension zu Hankel, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20. Jahrg. S. 37. 106) Leo- 
nardo Fibonacei, Il liber abbaci. S. 82. 
Günther, mathem.-histor, Untersuchungen, 9 
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quas serva pro partibus de ne ; et vide iterum de 2 que sunt super 29, que 


9% 


; ; 2 1 
partes sint de 24; sunt enım — 5 Wsorum, pro quo habebis —— a in eisdem 








12 29 
17 rk 4 2 1 1/40 
partibus de ag, gm Sn de 54 a de 59, que sunt 19 39° 
1 A, ist 1 u 
17. ——e . e ee RE un a t su e- 
scilicet ag: 790 Pro zo habebis Er ER ‚ vel 5 1 p 


rius invenimus“. 

Wir wollen diese interessante Stelle der Verständlichkeit halber in 
unsere Schreibweise übertragen. Man bildet, um = in „Stammbrüche“ 
zu zerfällen, zuvörderst 17.24 = 408. Dividiren wir zuerst jetzt mit 29 
und erst dann mit 24, so resultirt der aufsteigende Kettenbruch 





2 
u 2 LE 
24 24 24.29 
Nun ist weiter 
14 1 1 1 1 
TR De reg 
und 
1 
REN en weh Ne ER Ne 
24.29 29 12.29. 348? 


also schliesslich 


3 _ıt4t° 


77 er +3 =; tutr 


Weitere Bemerkungen bei dieser allerdings sehr verlockenden Ge- 
legenheit anzuknüpfen, enthalten wir uns, da solche von Cantor selbst 
(s. 0.) zu erwarten stehen. 








II. Zu $. 9. Zur Entwickelungsgeschichte der für die formale Seite 
der Mathematik so wichtigen Bezeichnung liefert Leonardo’s Schreib- 
weise der aufsteigenden Kettenbrüche insofern einen interessanten Beitrag, 
als man daraus recht deutlich ersieht, welch’ grosse Schwierigkeiten das 
uns so natürlich Scheinende selbst bedeutenden Männern darbot. In einem 
eigenthümlichen Gegensatz zu ihm steht Michael Stifel, der die Mul- 
tiplikation von Brüchen durch Uebereinandersetzen derselben andeutet, 
ganz so wie beim aufsteigenden Kettenbruch die Theilbrüche an einander 
gereiht werden, so dass bei oberflächlicher Betrachtung leicht eine Täu- 
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schung möglich wäre. In dem Kapitel „De Algorithmo Minutiarü ex 
alijs Minutijs‘‘ lautet der Anfang !”): 

„Minutiae Minutiarum sic repraesentari debent, ut a simplieibus Mi- 
nutijs possint discerni ut Tres quartae, duarum tertiarum, unius_septimae;, 
sie repraesententur. 


N R ! 17 
Fee 1 3 a a! 
7 BT Bald Su 


4 3 7 


oo | 0 
| 
| 


Patet hoc ex regula reductionis hujus modi Minutiarum, qua videlicet re- 
ducuntur ad simplices Minutias“. 


III. Zu 8. 12. Wie lange das altrömische Bruchsystem sich in schwerem 
Daseinskampfe erhalten konnte, dafür können wir aus einem Werkchen 
des 17. Jahrhunderts einen hübschen Beleg beibringen. Der Verfasser, 
Georg Henisch, giebt darin mit allem gelehrten Pomp eine vollstän- 
dige Tabelle jener eigenartigen Zahlenschematisirung; wir legen die- 
selbe !0%) hier in extenso bei: 


„Schema partium assis.“‘ 
Unciae Semü, Drach. Ser. Oboli. Lupin. Semiobol. Sıliq.  Gr.pip.Grm,hordei. 
As 12 24 96 288 576 864 1152 1728 5760 6912 
Decunz 11 22 83 264 528 192 1056 1548 5280 6336 
Dextans TeP7 20.780 240 4830 720 960 1440 4800 5760 


Dodrans ur181072! 22165, 84327648 864 1296 4320 5184 
Dose 8.167 64. 192. 384 . 576 7168 1152 3840 4608 
Septung 7 14 56 168 336 494 672 1008 3360 4032 
Senis 6171274 148130:144" 18288: *432 576 864 2880 3456 
ung 922510 774041207 ..2407°360 480 720 2400 2880 
Triens 4 87.32 96 192 288 384 576 1920 2302 
Quadrans 3 6 24 72 144 216 288 432 1440 1728 
Dextans 2 4 16 48. 96 144 192 288 960 1152 
BSescuncia - 1 3 ' 12 36 72 ; 108 144 216 728 864 
Uncia 1 2 8 24 48 72 96 144 480 576 
Semuncia 4 1 4 12 242.586 48 72 240 288 
Duella 4 2 23 8 16 24 32 48 160 192 
Sieilicus 4 4 2 6 12 18 24 36 120 144 
Dextula n 4 14 4 8 12 16 24 80 96 
Drachma 4 } 1%. ... 8 6 9 12 18 60 72 
Semisextula 5 4 ER 4 6 8 12 40 48 
Scrupulus u 5 41 2 3 4 6 20 24 
Lupinuss Ay 36 4 3 1 14 2 63 8 
Semiobolus u 4 15 4 4 3 1 14 5 6. 


— 


107) M. Stifelius, Arithmetica integra, Norimbergae 1548. 5. 7. 108) 
(+. Henischius, De asse et partibus ejus, Augustae Vindelie. 1606. 5. 10. 
9* 
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So konnte also noch zu einer so späten Zeit ein deutscher Mathe- 
matiker — derselbe genoss damals eines gewissen Rufes und wird uns in 
der Geschichte der magischen Quadrate wieder begegnen — seinen Lesern 
eine Methode bieten, deren Unzulänglichkeit längst erkannt, deren alter- 
thümliches Gewand aber immer noch von einem gewissen ehrwürdigen 
Nimbus umfangen war. 

IV. Zu $. 15. Wir hatten uns im Anschluss an die Meinung des be- 
rühmten Kepler-Kenners Frisch dafür ausgesprochen, dass der wichtige 
Fortschritt in der Dezimalbruchrechnung, welchen wir abgekürzte Mul- 
tiplikation nennen, von Praetorius gemacht worden sei, der dann 
Kepler davon avisirt habe. Gegen diese Ansicht hat nun neuerlich 
Wolf, wie wir später sahen, so unabweisbare chronologische Gründe gel- 
tend gemacht, dass sie wohl oder übel aufgegeben werden muss. Indess 
hat sich Wolf!) nicht damit begnügt, ein Bestehendes vernichtet zu 
haben, sondern er weist uns auch die wirkliche Quelle nach, aus der jene 
Erfindung geflossen. Dieselbe gehört Jobst Bürgi, dem erst jetzt all- 
mälig seinem wahren Werthe nach gewürdigten Toggenburger, dessen Name 
mit der Erfindung der Logarithmen wie der Pendeluhr gleich untrennbar 
verbunden ist. Wir schalten die bezügliche Stelle aus Wolf’s Essai hier 
wörtlich ein. Es ist von Bürgi’s Berechnung der Vielecksseiten im Kreise 
die Rede; alsdann heisst es weiter: 

„Bürgi giebt nun zunächst eine Anleitung zur Coss oder Algebra, 
und zwar theils zu den gewöhnlichen algebraischen Operationen, theils 
aber namentlich auch zu der von ihm muthmasslich unabhängig von 
Stevin inden Gebrauch eingeführten Dezimalbruchrechnung. Den grössten 
Sinus setzt er gleich der Einheit, und alle anderen Sinus drückt er, ganz 
ähnlich wie es in der Neuzeit gebräuchlich ist, in dieser Einheit aus; nur 
fehlt das Komma, welches er nöthigenfalls durch eine vor- oder unter- 
gesetzte Null ersetzt (später scheint Bürgi das Komma ebenfalls benutzt 
zu haben). So stimmen seine 


1414 1414 01414 001414 
OÖ 


mit unseren 
141,4 1414 0,1414  0,01414 


überein. Auch die abgekürzte Multiplikation kennt und lehrt er in der 
jetzt noch gebräuchlichen Weise, wie das seiner Schrift entnommene 
Beispiel 
01234 
12358 
01234] 
0246 |8 
037 10 
06 |1 
019 
01525 





109) Wolf, Astronomische Mittheilungen, XXXT. 8. 14 ff. 
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zeigt, — und bei Division oder Wurzelausziehung hängt er dem Dividend 
oder Radikand, wie wir es zu thun pflegen, nöthigenfalls Nullen an, bei 
ersterer den noch bis 18. Jahrhundert hinauf (Vergleiche z. B. noch 
den 1745 von Tobias Mayer veröffentlichten mathematischen Atlas) ge- 
bräuchlichen Modus verwendend, bei welchem der Divisor sukzessive unter 
dem Dividend nach rechts geschoben und das Produkt der jeweilen erhal- 
tenen Stelle des Quotienten mit jeder einzelnen Ziffer des Divisors (von 
links beginnend) abgezogen wird“. 

Hierauf bezieht sich auch Kepler in seinem deutschen Archimedes, 
wenn er sagt!!0): „Weil ich kurtze Zahlen brauche, derhalben es oft Brüche 
geben wirdt, so mercke, dass alle Ziffer, welche nach dem Zeichen (,) 
folgen, die gehören zu dem Bruch, als der Zehler, der Nenner dazu wird 
nicht gesetzt, ist aber allezeit eine runde Zehnerzahl von so vil Nullen, 
als vil Ziffer nach dem Zeichen kommen. Wann kein Zeichen nicht ist, 
das ist eine gantze Zahl ohne Bruch, und wann also alle Ziffern nach dem 
Zeichen gehen, da heben sie bissweilen an von einer Nullen. Diese Art 
der Bruchrechnung ist von Jost Buergen zu der sinusrechnung erdacht, 
und ist darzu gut, dass ich den Bruch abkürtzen kann, wo er unnötig 
‚lang werden wil, ohne sondern Schaden der übrigen Zahlen; kan ihn 
auch etwa auff Erhaischung der Notdurfft erlengern. Item lasset sich 
also die gantze Zahl und der Bruch mit einander durch alle species 
arithmeticae handlen wie nur ein zahl. Als wann ich rechne 365 Gulden 
mit 6 per cento, wievil bringt es dess Jars Interessen? das stehet nun 
also: 

3,65 

6 mal 

facit 21,90*) 
und bringt 21 Gulden und 90 Hundertheil oder 9 Zehentheil, das ist . 
54 Kr.“ 

V. Zu 8.16. Ueber die „wälsche Praktik“ hat kürzlich Cantor 
einige bemerkenswerthe Nachweisungen gegeben, indem er an eine Fest- 
schrift von Kuckuck anknüpft, welche nur vorübergehend dieses Ver- 
fahrens Erwähnung thut!!!, Cantor macht zur Ergänzung folgenden 
Zusatz 112), „Sie“ — die Praktik — „besteht dem Gedanken nach in einer 
Zerlegung eines gebrochenen Multiplikators in eine Summe von sogenann- 
ten Stammbrüchen, d. h. von Brüchen mit Einheitszählern, wodurch die 
Multiplikation in leichte Divisionen und eine nachfolgende Addition um- 
gesetzt wird, ein Verfahren, welches die Geschichte der Rechenkunst als 
das älteste bei Bruchrechnungen auftretende kennen lehrt, welches aber 
bei dem sogenannten kaufmännischen Rechnen auch heute noch empfohlen 
zu werden pflegt, und für welches sich in England sogar der an „wälsche 


*), Kepler wendet als Einerstrich diese Bezeichnung an: 
(. So ist 21,90 = 21 (90. 





110) Kepler, opera omnia, Vol.V. 8.547. 111) Kuckuck, Die Rechen- 
kunst im sechszehnten Jahrhundert, Berlin 1874. S. 25. 112) Cantor, 
Rezension hierzu, Zeitschr. f. Math. u. Phys. 20. Jahrg. S. 68, H. Abth. 
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Praktik“ erinnernde Name Practice erhalten hat“. Als einen Haupt- 
vertreter dieser Methode nennt Cantor den Ulmer Rechenmeister Kraftt; 
nach Ofterdinger!!?) lebte dieser Mann von 1597 bis zu seinem Tode 
(1620) als „Modist“ (Kalligraphielehrer) und Rechenmeister zu Ulm und 
verfasste zwei Rechenbücher, deren erstes 1591 zu Frankfurt a. M. !14) 
erschien. 

Wir glaubten, wie oben angeführt, auch in dem Rechenbuch eines 
gewissen Schleupner Aehnliches zu finden; jedoch täuschten wir uns 
hierin, und es ist so die Notiz von Favaro!M5) völlig berechtigt. Durch 
die Untersuchungen dieses Gelehrten haben überhaupt unsere eigenen 
Forschungen über die Geschichte der Kettenbrüche eine fast auf alle 
Punkte sich erstreckende Bestätigung, stellenweise jedoch auch eine Be- 
richtigung und Ergänzung gefunden. 

Zu $S.20. Da das Werk Druckenmüller’s fast gänzlich unbekannt 
zu sein scheint und doch bereits eine Menge Dinge in sich schliesst, deren 
Erledigung spätere Autoren wieder von vorn beginnen zu müssen glaub- 
ten, so wird eine kurze Inhaltsangabe hier nicht am unrechten Orte sein. 

Indem der Verfasser die Definitionsgleichung 


u 


aufstellt, nennt er den rechtsstehenden Ausdruck eine Kettenreihe der 
Basis « (8. 2), die @ sind die „Elemente“, Tr der „Hauptbruch“. Die 


hieran sich anuschliessenden Begriffe einer „gemischt‘“- und „rein“-perio- 
dischen Kettenreihe (S. 6) sind an sich evident, ebenso der Fundamental- 
satz: Jeder Bruch, dessen Nenner mit der Basis keinen gemeinschaftlichen 
Faktor hat, liefert eine reinperiodische Kettenreihe (s. $. 20.). 

Die Theorie dieser letzteren Gebilde wird im zweiten Kapitel aus- 
führlich behandelt, wobei interessante zahlentheoretische Bemerkungen 
(z. B. S. 24) mit vorkommen. Hier folgen dann weiter Sätze, bei deren 
genauerer Untersuchung man sicher die Mehrzahl der anscheinend neuen 
Theoremen wird hervortreten sehen, welche spätere Mathematiker über 
periodische Dezimalbrüche aufgestellt haben. Eine ausführlichere Mitthei- 
lung über diesen Gegenstand behalten wir uns für eine andere Gelegen- 
heit vor. 

Der dritte Abschnitt beschäftigt sich mit endlichen Kettenreihen; diese 
Untersuchung gipfelt in dem Lehrsatze (S. 173): 

„Alle Zahlen, welche sich bloss um ein Vielfaches des Nenners b von 
einander unterscheiden, liefern als Basen für diesen Nenner lauter end- 
liche Kettenreihen mit derselben Elementenzahl, wenn eine unter ihnen ist, 
welche zw einer endlichen Kettenreihe führt“. 


113) Ofterdinger, Beiträge zur Geschichte der Mathematik in Ulm bis 
zur Mitte des XVII. Jahrhunderts, Ulm 1867. S.4. 114) J. Kraft, Rechen- 
büchlein von mancherley Kaufmanhändel, Frankfurt 1591. 115) A. Favaro, 
Notizie storiche sulle frazioni continue dal secolo decimoterzo al decimoset- 
timo, Boncompagni’s Bullet, Tomo VII. 8, 476. 
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Nachdem nun in den beiden vorangehenden Abschnitten die Materia- 
lien zur Beleuchtung des ganz allgemeinen Falles gewonnen sind, folgt 
jetzt (8. 197 ff.) die Diskussion der gemischtperiodischen Kettenreihen, und 
daran schliesst sich als Anhang die im Text erwähnte „Anwendung der 
Theorie der Kettenreihen zur Auflösung der binomischen unbestimmten 
Gleichungen“, wo Druckenmüller seiner eigenen Aussage nach (Vor- 
wort, V) manches von Gauss antizipirt fand. 

Auf den Zusammenhang seiner Kettenreihen mit den Kettenbrüchen 
ist der Verfasser nicht weiter eingegangen, obschon er mehrfach darauf 
hinweist. Einige Direktiven zum Studium dieses Zusammenhanges haben 
wir kürzlich in unserer Abhandlung ‚Ueber aufsteigende Kettenbrüche“ 
im 20. Bande der Schlömilch’schen Zeitschrift gegeben — bei der oben 
schon angedeuteten in Aussicht genommenen weiteren Ausführung jener 
Betrachtungen wird sich dann für jene Beziehung der Satz als wichtig 
erweisen: 

Jede unreinperiodische Kettenreihe ist äqwivalent einem unreinperio- 
dischen Kettenbruch. 

Anmerkung. Jenes Exemplar des Druckenmüller’schen Buches, 
dem wir die hier gegebenen Exzerpte entnehmen, kam erst nach Beendi- 
- gung des ganzen Werkes in unsere Hände. 
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Das Newton’sche Parallelogramm und die Cramer-Puiseux’sche 
Regel. 


Ein Beitrag zur Geschichte der Funktionstheorie. 


$S. 1. Erst in allerneuester Zeit, besonders durch eine Be- 
merkung des so früh dahingeschiedenen Clebsch'), ward die 
Aufmerksamkeit der Mathematiker auf ein eigenthümliches Ver- 
fahren hingelenkt, welches, an sich rein mechanisch, gleichwohl 
mit grossem Vortheil zur Lösung schwieriger analytischer Probleme 
verwandt werden konnte. Clebsch selbst glaubte die ersten 
Spuren dieser Methode in dem sicher noch viel zu wenig aus- 
gebeuteten Werke des Genfer Mathematikers Gabriel Oramer 
zu erkennen. Dem jedoch, der die wissenschaftliche Geschichte 
des vorigen Jahrhunderts zusammenhängend studirte, konnte es 
nicht verborgen bleiben, dass hier ausschliesslich nur Anwen- 
dungen jenes sinnreichen Hülfsmittels vorlägen, welches unter 
dem Namen des „Newton’schen Parallelogramms‘‘ seiner 
Zeit gerechtes Aufschen erregte. Zweck dieser Studie ist cs, 
die Entwickelung dieses Verfahrens eingehend zu verfolgen 
und auch die neuesten Phasen zu beleuchten, in welche das- 
selbe eingetreten zu sein scheint. 

Newton’s ÖOriginalabhandlung über diesen Gegenstand 
findet sich in seinem berühmten Werke: ‚„Methodus fluxionum 
et serierum infinitarum.“‘ Diese Schrift, welche ihres nicht eben 
bedeutenden Umfanges halber den Zeitansichten gemäss nicht 
als selbstständiges Buch erscheinen konnte, sollte deshalb 
einem anderen als Anhang beigegeben werden, anfänglich der 
von Newton vorbereiteten. Ausgabe von Kinckhuysen’s 
Algebra, später einem optischen 'Traktat, wie dies aus seinen 


1) Olebsch, Julius Plücker zum Gedächtuiss, Göttingen 1872. S, 17. 
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eigenen Worten?) hervorgeht. Beides kam nicht zu Stande; 
wohl aber erschien nach dem Tode des Verfassers eine von 
einem Kommentar begleitete englische Uebersetzung?), von 
welcher noch mehrfach die Rede sein wird; eine französische 
(von Buffon) folgte ihr bald darauf nach. Das lateinische 
Original dagegen ward von Castillon*) in seine Gesammt- 
ausgabe Newton’scher Posthuma aufgenommen, und auf diesen 
Text werden wir uns im Folgenden stets beziehen. 


$. 2. Die betreffende Abhandlung beginnt mit einer Be- 
schreibung der jetzt so bekannt gewordenen Näherungsmethode 
zur Auflösung numerischer Gleichungen; hierauf wird zu den 
literalen Gleichungen übergegangen, den ‚‚aequationes speciosae“, 
wie man sich im Anschluss an die von Vieta geschaffene 
Terminologie ausdrückte. Die Idee, auf welcher alles weitere 
beruht, können wir am kürzesten klar stellen, wenn wir mit 
Kästner sagen®): 

„Aus einer Gleichung zwischen zwei veränderlichen Grössen 
die eine y durch eine Reihe, deren Glieder nach Potenzen der 
anderen x, geordnet sind, zu finden, wofern die Gestalt dieser 
keihe gegeben ist.“ 

Diese Reihenentwickelung gestaltete sich nach damaligen 
Begriffen äusserst einfach, insofern man unbedenklich den Satz 
der unbestimmten Koöfficienten anwenden zu dürfen glaubte. 
Nur der eine Umstand konnte Schwierigkeiten bereiten, die un- 
bekannte ‚Gestalt‘ der Reihe; das heisst, man vermochte « 
priori nicht zu wissen, nach welchem Gesetze die Exponenten 
der Reihe fortschreiten sollten. Und gerade diesem Uebelstande 





2) Commercium epistolicum Dr. J. Collins et aliorum de analysi pro- 
mota jussu regiae societatis in lucem edita, Londini 1723, N. XXI, XXLI, 
S. 101, 102. N. LVII S. 149. 3) Newton, The Method of fluxions and 
infinite series, translated by J. Colson, London 1736. 4) Isaaci Newtoni 
Opuscula mathematica, phrlosophica et philologica. Collegit partimque 
Latine vertit et recenswit Joh. Castillioneus, Tom, I. Lausannae et Genevae 
1744,*) 8.29 ff. 5) Wolf, Materiaux divers pour Vhistoire des mathe- 
matiques, Boncompagni Bulletino di bibliografia e di storia delle scienze 
mat, e fis. Tomo II, S. 19 ff. 6) Kästner, Anfangsgründe der Analysis 
endlicher Grössen, Göttingen 1794. S. 417, 


*) Es ist dies einer der vielen Verlagsartikel des bekaunten Buch- 
händlers Michael Bousquet, dessen rührige 'Thätigkeit im mathema- 
tischen Fache durch Wolf°) eine ausführliche Würdigung erfahren hat, 
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war Newton’s Regel abzuhelfen bestimmt, welche er selbst 
folgendermassen darstellt”): | 

„Ex omnibus Terminis, e quibus absunt species radicales 
(ys ps qs rs etc) elige illum, in quo species indefinita (x, vel z; 
elc.) minimae Dimensionis est; Deinde elige alium Terminum,, qui 
radicalem speciem contineat, et talis sit, ut Progressio Dimensionum 
uniuscujusque ex supradictis speciebus, aut quo ma)Jori potest gradu 
descendat aut quo minori ascendat; Et si plures sunt Termini, 
quarum Dimensiones non recedant ab hac Progressione, quousque 
libet produclä, pariter sumendi sunl. Demum ex his Terminis üla 
sepositis et nihilo aequalis, excude valorem dictae radicalis speciei, 
et illum QOuotienti adscribe.“ 

Der Sinn dieser etwas dunkel gehaltenen Vorschrift würde 
der sein: 

Versteht man unter & und y kleine Grössen, so soll aus der 
ganzen und rationalen Funktion, welche der Gleichung 


fa,» =» 


genügt, eine neue gebildet werden, welche mit der ursprünglichen 
nur die Glieder gemein hat, welche eine relativ überwiegende 
Dimension besitzen. 

Um dies zu leisten, bilde man alle denkbaren Kombi- 
nationen, welche zwischen den verschiedenen Potenzen von & 
und y statthaben können, und ordne dieselben in Gestalt eines 
Rechtecks an, so dass etwa in der Abszissenaxe ausschliesslich 
Potenzen von y, in der ÖOrdinatenaxe ebenso ausschliesslich 
Potenzen von x sich befinden, wie dies in nebenstehendem 
Schema der Fall ist: 


a ya ey m dd y ye.. 
ee pe en. 








ey yyy yT... 
BY By we yuiyhr Ar 
Ist das Schema ausgefüllt, so markire man jede in der 


vorgelegten Gleichung auftretende Kombination von x und y 
in demselben, lege ein Lineal auf die y-Axe und lasse dasselbe 


7) Newton, 8. 41. 
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um jenen markirten Punkt dieser Axe eine Drehung machen, 
welcher dem Nullpunkt am nächsten liegt. Sowie das bewegte 
Lineal einen weiteren markirten Punkt getroffen hat, sistire 
man die Drehung. Alsdann gilt der Satz: 

In die neue Gleichung gehen blos diejenigen Glieder ein, welche 
durch die Endlage des Lineals mit einander in Verbindung ge- 
setzt sind. 

Das Beispiel, welches Newton selbst anführt, ist folgendes: 
Gegeben ist die Gleichung 


y° — dry’ + I zy Tor y Te er —N, 


Wir markiren im obigen Schema die betreffenden Glieder 
durch Unterstreichen und erkennen so den Punkt x° als Dreh-. 
punkt des Lineals. Die Endlage ist die Verbindungslinie &°— y°; 
auf dieser Geraden liegt auch &?y?, und wir haben somit als 
neue Gleichung diese erhalten: 


y° — Ta?x?y? + 6a’x? =. 


Die so errechnete Gleichung wird nun in vielen Fällen so 
beschaffen sein, dass sie ein direktes Ausdrücken der einen 
Unbekannten (Variabeln) durch die andere gestattet. So findet 
man y == p,, und dieser Werth ist es, dessentwegen die ganze 
Untersuchung eigentlich vorgenommen wurde. 

Es handelte sich ja, wie wir oben zeigten, lediglich darum, 
y als unendliche Reihe in x darzustellen, und hierbei kam es 
vor Allem darauf an, das erste Glied dieser Reihe zu kennen. 
Dieses erste Glied ist aber kein anderes, als unser soeben er- 
haltenes @,.. Behalten wir Newton’s Exempel bei und divi- 
diren die letzte Gleichung durch a°x?, so können wir ihr 
nachstehende Form ertheilen: 


ax AXx 
oder durch die Substitution 


DER Vax, 
die folgende: 


uw —- T=—6. 
Diese Gleichung ergiebt als reelle Wurzeln «= 1 und 
u=yV2, so dass für y die 4 Werthe 
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+ Vax, HV2aw 

resultiren. ,,Y quibus quemlibet assumere possum pro Quotienlis 
Termino primo, tamen seligendus est ille qui convenit huic aut ili 
Radici, quam extrahere cupio‘“®). h 

$S. 3. Mit der Auffindung des ersten Gliedes ist natürlich 
schon Viel geleistet, indess kann durch sukzessive mehrmalige 
Anwendung des Parallelogramms auch jedes Folgeglied be- 
stimmt werden. Wir werden uns mit diesem Gedankengang 
am einfachsten dadurch vertraut machen, dass wir abermals 
ein Beispiel Newton’s genau analysiren. 

Die Gleichung”) 

y-ta?y-+ axy — 20° — &’ —= 0 

liefert in erster Näherung (,‚aequatio fictitia‘“‘) 


+ ay—20—0, 
woraus y=a folgt. Dieses a ist sonach das erste ‚Glied; y selbst 
aber ist nicht = a, sondern gleich « + p, unter p einen nicht 
weiter bekannten Zuwachs verstanden. Dies eingesetzt geht 
die ursprüngliche Gleichung in diese über 
a+3ap-43ap + pP + xt apzt+a+ap— 2a — x’—0, 
und auf diese neue Gleichung wird nun wiederum das Paral- 
lelogramm angewandt. Man bildet das Schema 
pP pa! par pre. 
ya ee u 
DD na an ee 
Te na kin 0% WERT 


und erkennt, da ein von p und & freies Glied nicht vorhanden 
ist,- dass das Lineal die Endlage p — x haben wird; die hier- 
aus sich ergebende Gleichung ist also: 


4apt az. 
Der Werth (v = — a) ist nicht genau; es muss vielmehr 
xc 
P ee Mer + q 


gesetzt werden, und man bekommt als neue Hauptgleichung 





8) Newton, 8. 42. 9) Ibid. 8. 44. 


Kapitel III. 141 
ar 3 3 } 3 3 2 
er er re rt Ak er Ger 5 ax + 3ag° 


— aa + age — aa tt + da — 0. 


Nunmehr sieht das Parallelogramm so aus: 
022! 0? 0° q?.%° 3 





0 022° 0:02 j 





AA 


ai x? x” 





und aus der Endlage g — x? folgt 
Aa?g-+ — ax: — a0, 


er 
IT 640 
Begnügen wir uns mit der bisher erlangten Genauigkeit, 
so ist approximativ 


x x 
ER TRTerBe Fer 


” 
und es liegt auf der Hand, wie ohne alle Schwierigkeit die 
Reihe beliebig fortgesetzt werden kann. 


8. 4. Im weiteren Verlaufe kommt Newton auch darauf 
zu sprechen, wie man sich bei gewissen Ausnahmsfällen zu 
verhalten habe. Liegt eine Gleichung von ungewöhnlich viel 
Gliedern vor, so gilt folgende Anweisung!®): ‚‚Anteguam opus 
aggrediaris, rejice omnes Terminos in quibus Dimensio speciei 
indefinite parvae et non affectae a Radicali specie excedit altissimam 
Dimensionem in Quotiente requisitam, aut e quibus, cum pro Radi- 
cali specie substitulis primum Terminum detectum ope Parallelo- 
grammi, ul suprd, exsurgere nequeunt nist Termini excedentes“. 
Auch kann — wie dies oben wirklich der Fall war — das 
Anfangsglied sich in irrationaler Form oder als Wurzelwerth 
einer unauflösbaren Gleichung darstellen. Dergleichen Schwie- 
rigkeiten wogen jedoch in’ einer Zeit nicht allzuschwer, wo 
man sich um Konvergenz noch nicht kümmerte und Mittel zu 
besitzen glaubte, um jede noch so verwickelt erscheinende 
analytische Form in eine Potenzreihe überzuführen. Indess 


10) Newton, 8. 47. 
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berühren diese Fragen auch nur in secundärer Weise die 
Theorie und den Gebrauch des Parallelogramms. 

Strenge genommen dürfen wir nur von letzterem sprechen, 
denn an einen Beweis der Richtigkeit seines Mechanismus 
scheint Newton überhaupt nicht gedacht zu haben. Es ist 
nicht das erstemal in der Geschichte der Mathematik, dass wir 
auf eine solche Erscheinung treffen; nicht selten hält es ein 
hervorragender Geist für unnöthig, dem Leser genaue Rechen- 
schaft von den Schlüssen zu geben, welche ihn zur Erfindung 
eines an sich untergeordneten Hülfsmittels leiteten, sondern er 
begnügt sich mit Angabe eines kurzen Beweises a posteriori 
oder verzichtet auch im Gefühle seiner Sicherheit auf diesen. 
Eis trat sonach an Newton’s Zeitgenossen und Nachfolger die 
Pflicht heran, die Resultate des Meisters systematisch zu be- 
. gründen und die Verwendbarkeit seiner Regel auch bei anderen 
Problemen darzuthun. Dass er selbst von dieser einen aus- 
gsedehnten Gebrauch zu machen verstand, davon legt der ganze 
‚„Methodus fluxionum‘‘ die mannigfachsten Proben ab, indess 
bewegen sich sämmtliche Anwendungen innerhalb des bereits 
angedeuteten Gebietes. Freilich ist es wahrscheinlich, dass er 
die Methode auch in einen ganz anderen Forschungskreis 
hinübertrug und auf diese Weise Probleme löste, deren jetzige 
Fassung absichtlich den Entstehungsmodus verdunkelt, wie 
diess bei Newton ja wohl auch sonst vorkam. Hievon können 
wir jedoch erst später im Zusammenhange sprechen. 

Die erste ausführliche Darstellung der Newton’schen 
Regel lieferte der bereits genannte Colson !!), ohne jedoch 
auf die theoretische Seite der Sache näher einzugehen; er hat 
dieselbe, wie Kästner!?)*) bemerkt, ‚in seinem beigefügten 
Commentario sehr weitläufig erläutert, aber keinen tüchtigen 








*) Schon in der Vorrede zur ersten Auflage rügt er Colson’s Ver- 
fahren. Derselbe hat, ihm zufolge, „den Gebrauch dieser Methode zwar 
sehr deutlich und weitläuftig erklärt, aber von dem Beweise, weniger ge- 
sagt, als ein gemeiner Rechenmeister bey den Regeln der Rechenkunst 
zu sagen pflegt, so dass mir das Vergnügen übrig blieb die Gründe von 
allen Vorschriften selbst aufzusuchen.“ Die Gründe, welche den Urheber 
allenfalls von der Verpflichtung eines strengen Beweises dispensiren mögen, 
konnten allerdings nicht mehr für den Commentator bestehen. 


11) The method of fluxions, S. 324. 12) Kästner, S. 420. 13) Ibid, 
S. VI 
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Beweis davon gegeben.‘‘ Das Gleiche gilt von den Arbeiten 
S’Gravesande’s!*) und Stirling’s'®). Dass Newton selbst 
seine Methode als eines Beweises kaum bedürftig ansah, geht 
auch aus der überaus kurzen Beschreibung hervor, welche er!?) 
durch Oldenburg’s Vermittelung an Leibnitz gelangen liess. 
Es kämen zwar hie und da kleine Anstände bei Benützung 
seiner Vorschrift vor: ‚sed ex üs, credo, Leibnitius se proprio 
Marte extricabit‘‘. Diese Worte sind sehr bezeichnend für den 
Gesichtspunkt, unter dem er die ganze Sache betrachtete. 

Wir gewahren so durch nahezu 50 Jahre das eigenthüm- 
liche Schauspiel, dass eine wissenschaftliche Neuerung allgemein 
anerkannt und mit bestem Erfolge weiteren Forschungen zu 
Grunde gelegt wurde, ohne doch ein sicheres theoretisches 
Fundament zu besitzen. Freilich gilt ersteres in dieser Aus- 
schliesslichkeit auch nur von den englischen und französischen 
Mathematikern, während man in Deutschland theilweise einiges 
Misstrauen empfinden mochte. So schreibt der jüngere Tobias 
Mayer, ein tüchtiger Gelehrter, noch im Jahre 1772 an Lam- 
bert, dass ihm Nicolaus Bernoulli’s Methode, die „Ge- 
stalt‘“ der Reihen zu bestimmen, weit mehr zusage, als New- 
ton’s Parallelogramm !”) — dieselbe ist nichts anderes als eine 
zweimalige Anwendung der unbestimmten Üoöfficienten. ‚Diese 
Methode‘ — sagte er — „ist viel leichter zu verstehen als 
das Neutonische Parallelogramm. Ich muss gestehen, dass mir 
in dem ganzen Kästnerischen Handbuche die Lehre von diesem 
Parallelogramm, im Anfange meines analytischen Studii am 
meisten Mühe gekostet hat. Im Grunde hat mir dieses 
Parallelogramm nie recht gefallen“. 

Wie so häufig, ward auch hier von zwei völlig verschie- 
denen Seiten her eingegriffen: 

Der endgültige theoretische Nachweis für die Richtigkeit des 
Newton’schen Verfahrens ward ziemlich gleichzeitig und völlig 
unabhängig von Kästner und Cramer erbracht. 





14) S’Gravesande, Ilementa Matheseos universalis, Lugduni Bat. 1727, 
S. 233 ff. 15) Sterling, Illustratio Tractatus D. Newtoni de enumeratione 
linearum tertii ordinis, Oxoniae 1717, 8. 12. 16) Isaaci Newtoni epistola 
posterior ad Oldenburgium, Opuscula ed. Castillon, Tom. I. S. 351 ff, 
17) J. H. Lambert’s deutscher gelehrter Briefwechsel, herausgegeben von 
Joh. Bernoulli, 2. Band, Berlin 1782. S. 444. 
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Wir werden im Nachfolgenden die synchronistische Dar- 
stellungsweise etwas bei Seite lassen und uns ausschliesslich 
an den inneren Zusammenhang halten. 

Der deutsche Mathematiker berücksichtigt hauptsächlich 
die analytische Seite, für den Schweizer stehen die geometri- 
schen Anwendungen im Vordergrund. Und auch eine andere 
nicht principielle aber doch tiefgehende Verschiedenheit liegt 
vor, aus dem englisch-deutschen auf der horizentalen Basis 
stehenden Parallelogramm ist durch französischen Einfluss ein 
auf die Spitze gestelltes Dreieck geworden. Da der Inhalt der 
Kästner’schen Gelegenheitsschrift, auf die wir uns hier be- 
ziehen '®), vollständig in seine mathematische Encyklopädie !?) 
übergegangen ist, so brauchen wir blos auf letztere Rücksicht 
zu nehmen. 

$S.5. Kästner’s Vortrag kann sich bekanntlich keiner 
allzugrossen Deutlichkeit und Uebersichtlichkeit rühmen, und 
zumal in seiner voluminösen 67 Seiten umfassenden Darstellung 
der Lehre vom Newton’schen Parallelogramm ist es nicht 
eben leicht, sich zurechtzufinden. Es war daher ein ganz ver- 
dienstvolles Unternehmen, dass bald nach dem Erscheinen der 
ersten Auflage einer seiner Schüler ein Schriftchen ?) veröffent- 
lichte, welches die einzelnen Grundgedanken herauszuheben 
und eine vollständige Orientirung im Original anzubahnen be- 
absichtigte. Durch diese Abhandlung Holland’s wurde nicht 
allein dem damaligen Studirenden, sondern auch dem späteren 
Historiker die Arbeit wesentlich erleichtert. Der Verfasser 
theilt den Stoff sachgemäss folgendermassen ein ?!), 

„1) Wird neben der Konstruktion des Parallelogramms 
gezeigt, was für Eigenschaften die gehörig darein gesetzte 
Grössen in Vergleich unter einander haben; 

2) Wird die Natur der Reyhen betrachtet, und gezeigt, 
wie die Gleichungs-Reyhen gefunden werden; 

3) Wird die Methode, Reyhen durch das Parallelogramm 
zu finden, aus dem vorhergehenden hergeleitet, und würklich 
angewandt; 


18) Kaestner, Aequationum speciosarum resolutio Newtoniana per series, 
Lipsiae 1743. 19) Id., Analysis endlicher Grössen, S. 419 ff. 20) Hol- 
land, Inhalt des Kästnerischen Vortrags vom Newtonischen Parallelogramm, 
Tübingen 1765. 21) Ibid. S. 4, 
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4) Werden noch einige besondere Fälle und dahin gehörige 
Anmerkungen vorgetragen.“ 

Der erste Theil der anzustellenden Untersuchung ist dem- 
gemäss wesentlich geometrischer Natur. Dieselbe gipfelt in 
dem leicht zu beweisenden Satze: 

Theilt man zwei anstossende Seiten eines beliebigen Parallelo- 
gramms in eine willkürliche Anzahl gleicher Theile und zieht durch 
jeden Theilpunkt eine Parallele zur anderen Seite, so zerfällt das 
ursprüngliche Parallelogramm in kleinere, die sämmtlich kongruent 
sind: Verbindet man also zwei beliebige Schnitipunkte und ver- 
längert diese Strecke um ihre eigene Länge, so erreicht man wieder 
einen Schnittpunkt. 

In Wirklichkeit spricht Kästner??) die Thatsache nicht 
in dieser Allgemeinheit aus; es ist jedoch sofort einleuchtend, 
dass aus derselben seine Folgerungen unmittelbar hervorgehen 
müssen. | 

Alsdann wird ein Parallelogramm gebildet, dessen Winkel- 
punkten gewisse Zahlen zugeordnet werden. Ein willkürlicher 
Punkt wird als Anfangspunkt eines den Seiten entsprechenden 
Axenkreuzes betrachtet und mit Null bezeichnet, für die ein- 
zuschreibenden Zahlen gilt das Gesetz, dass sie in der Rich- 
tung des positiven © und y in einer einfachen arithmetischen 
Progression zu-, in den entgegengesetzten Richtungen dagegen 
ebenso abnehnien. So entsteht beispielsweise folgende An- 
ordnung: 


— m + 5b Sb m+3b 2m+53b 3m+53b Am- 3b 
— m -+ 2b 2b m+2b 2m+2b 3m+2b Am- 2b 


— m + b b m+b 2m-+b Sm+b Am-b 
—m (0) m 2m am Am 
md — Du md 2m -——-b 3m —b a 


ee 2m 202m — 207 3m —- 20 Am>.20. 


"Es gilt über dies Schema offenbar Folgendes: 

Verbindet man zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Punkte 
durch eine Gerade, so trifft dieselbe, nach beiden Seiten verlängert, 
nur solche Punkte, deren Zahlenwerthe in. arithmetischer Progression 
stehen. 

Setzt man zwei Zahlenwerthe einer solchen Geraden einander 


22) Kästner, S. 424 ff. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, 10 
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gleich, so erstreckt sich diese Gleichheit auch auf alle übrigen dieser 
Geraden angehörenden Werthe, und ebenso verhält sich alles auf 
einer parallelen Geraden. 

Denkt man sich jene Gerade bewegt, so kommt sie beziehungs- 
weise an grössere oder kleinere Werthe, je nachdem diese Beweguung 
nach Oben oder Unten erfolgt. 

Dies sind die geometrischen Prämissen, auf denen die im 
Folgenden darzulegende Begründung und Erweiterung der 
Lehre vom Parallelogramm beruht. 

$S. 6. Wir sprachen soeben von einer Erweiterung der 
ursprünglichen Methode, und in der That hat sich eine solche, 
wie bald erhellen wird, vollzogen. Wenn auch angebahnt durch 
die Arbeiten der genannten englischer Mathematiker tritt uns 
dieselbe doch erst bei Cramer und Kästner ganz bewusst 
und fertig entgegen, so dass wir ihre genauere Charakterisirung 
mit Fug bis hieher verschieben durften. Um die Genesis dieser 
Neuerung, welche eigentlich erst die Lehre vom Parallelogramm 
zu einer wahrhaft fruchtbaren machte, klar zu übersehen, wird 
es erforderlich sein, das analytische Fundament des ganzen 
Verfahrens zu untersuchen und zuzusehen, in welchen Punkten 
die von Newton gegebene Lösung des Hauptproblems Bich 
als unzulänglich erwies. 

Wie wir wissen, kam es darauf an, aus einer zwei variable 
Grössen implizite enthaltenden, algebraisch-rationalen ganzen 
Funktion die eine Veränderliche linear durch eine nach Po- 
tenzen der anderen fortschreitende Reihe auszudrücken. 

Newton lehrte ein Verfahren, durch einen sukzessive 
wiederholten Mechanismus jedes einzelne Glied dieser Reihe 
herauszurechnen; da für ihn die angestrebte Darstellung blos 
Mittel zum Zwecke war, so konnte er sich bei einem Ver- 
fahren beruhigen, welches praktisch nie im Stiche zu lassen 
schien. Allein seine Nachfolger mussten die Sache systema- 
tischer auffassen und legten sich deshalb eine neue Frage vor, 
deren Fassung nach den in $. 2. gegebenen Erläuterungen ver- 
ständlich sein wird. Diese neue Frage war die: 

Könnte nicht ebenso, wie bei Newton das Parallelogramm 
immer wieder von neuem zur Bestimmung der einzelnen Reihen- 
glieder angewandt wurde, durch eine einzige Operation die Gestalt 
der Reihe, d.h. das Fortschreitungsgeseiz der Exponenten gefunden 
werden? 
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Zur Beantwortung dieser Frage bedurfte es zuvörderst 
einer Reihe rein analytischer Ueberlegungen. 

Wir denken uns eine endliche Reihe von beliebig vielen 
Summanden gleich Null gesetzt, deren allgemeines Glied die 
Form ° 

AxP y1 
hat, unter 4 eine willkürliche Konstante, unter p und g ganze 
positive Zahlen verstanden. Es wird dann, gewissermassen nur 
versuchsweise, 


ya, am 1 BIER - Url 2d . Re a - ei 


und dieser Werth von y in jedem Gliede der obigen Reihe 
gesetzt. Enthält dieselbe im Allgemeinen r Glieder, so zer- 
fällt sie jetzt in r unendliche Reihen, welche in eine einzige 
kontrahirt werden sollen, und hiezu verhilft eine einzige, be- 
ziehungsweise zwei mechanische Verrichtungen am Newton’- 
schen Parallelogramm. 

Handelt es sich zunächst blos darum, den Werth m zu 
finden, so setzt man zunächst y = a, x” und ordnet sämmtliche 
sich ergebende Exponenten in das Parallelogramm ein. Dann 
hat man noch die Wahl, ob man in eine ab- oder aufsteigende 
Reihe entwickeln will; auch wird es im Allgemeinen mehrere 
an sich gleichberechtigte Reihen geben, deren Auswahl der 
spezielle Zweck bestimmt. Um sie sämmtlich zu finden, ver- 
fahre man so: 

Man wähle den auf der Ordinatenaxe dem Anfangspunkte zu- 
nächst liegenden Punkt zum Drehpunkte des Lineals. Dann bewege 
man das Lineal so lange der Richtung des Uhrzeigers entgegen, 
bis es einen (oder mehrere) markirte Punkte trifft. Den entfern- 
testen derselben mache man zum neuen Drehpunkt und fahre 
mit dieser Operation so lange fort, bis man den am weitesten 
von der Ordinatenaxe entfernten Punkt trifft. Alle so erreichten 
Zahlenwerthe setze man einander gleich; jede der Gleichungen lie- 
fert einen brauchbaren Werth für m, wofern die Reihe aufsteigen 
soll. Für absteigende Reihen verfahre man ebenso, indem nur der. 
Drehsinn der entgegengesetzte wird; der Schlusspunkt der Drehung 
muss mit dem vorigen zusammenfallen, und es erscheinen so sämmt- 
liche markirte Punkte durch ein geschlossenes Polygon von den 
übrigen abgeschieden. 

Ein Beispiel wird diess sofort deutlich machen. 

102 
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Vorgelegt sei die Gleichung 
yaz— ya ty —yYtary+Ary— a’. 
Die bewusste Substitution liefert die neue Gleichung: 


4»sm+1 __ In Z 3 Sy. 2 »2m 
rer dee Asa: EX 
+ aa, art? + 4a, ar ti at —(. 


Wir konstruiren das 

in Fig. 1 dargestellte 

-- Zahlenschema und mar- 
kiren darin in gewohn- 
| ' ter Weise die wirk- 
| lich vorkommenden Ex- 
ponenten.. Dann gilt,. 
wie man bald sieht, 
El | | für die aufsteigenden 
Fig. 1. Reihen der Linienzug 


2; m+1i; 2m; 4m-+]1, 
für die absteigenden Reihen der Linienzug 
2; m+3; 2m +3; 4m +1. 


Es resultiren also im Ganzen 6 Gleichungen, die im Nach- 
stehenden dargestellt sind; Serie I entspricht den aufsteigenden, 
Il den absteigenden Reihen. 



































IR II. 
4m -1l=2m; m—=— 4m+1=2m+35; m=]. 
2m\_o. VRR, 2m+3=m+3; m=!0$. 
m+1) 2 m. 32; n—= —|]. 


Dieses Beispiel, welches wir einer anderen sehr beachtens- 
werthen Tübinger Dissertation??) entnehmen, ist in doppelter 
Beziehung lehrreich. Einmal nämlich beleuchtet es sehr klar 
das Mechanische des Verfahrens, welches auch beim allgemei- 
neren Falle im Grunde das nämliche bleibt, und dann zeigt 
es, wie man sich zu verhalten hat, wenn auf einer Begrenzungs- 
linie des Polygons mehrere markirte Punkte liegen. Wir wer- 
den hierüber uns also nicht weiter zu verbreiten nöthig haben, 





23) Pfeiffer, Aequationum speciosarum resolutio per series ope parallelo- 
grammi Newtoniani, Tubingae 1765. S. 24, 
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I 
und auch der Fall, wo in die Gleichung negative Exponenten 
eingegangen sind, braucht uns nicht zu beschäftigen. Denn da 
das Parallelogramm, wie schon bemerkt, auch für negative 
Werthe zu Recht besteht, so bleibt das Verfahren unverändert; 
übrigens kann man ja auch durch eine einfache Substitution 
die negativen Potenzen beseitigen. 

$. 7. Nachdem so die vorbereitende Frage erledigt ist, 
kehren wir zu dem allgemeineren Falle zurück. Zunächst 
lässt sich sehr leicht zeigen, dass die so eben besprochene 
Methode ganz mit der Newton’s übereinstimmt, und die 
Grösse d durch unausgesetzte Anwendung der nämlichen Ope- 
ration praktisch liefert. | 

Um jedoch den endgültigen Abschluss dieser Lehre herbeizu- 
führen, erübrigt noch der Nachweis, dass die Differenz d der von 
den Esxponenten befolgten arithmetischen Reihe auch durch ein 
independentes Verfahren aus dem Parallelogramm hergeleitet wer- 
den kann. 

Und in der That lässt sich auch diese Aufgabe ohne grosse 
Schwierigkeit lösen, wie wir nun im Anschluss an Holland’s 
Darstellung zeigen wollen ??). 

Es gelingt nämlich durch eine einfache Rechnung nach- 
zuweisen, dass, wenn die ursprüngliche Gleichung unserer obigen 
Annahme gemäss in r Einzelreihen zerfällt, die Exponenten 
der Anfangsglieder dieser Reihen ebenfalls in arıthmetischer 
Progression stehen, deren Differenz nichts anderes als unser 
obiges d ist. Nachdem also der Werth m durch Anwendung 
des Parallelogramms gefunden ist, hat man nur den grösseren 
Zahlenwerth vom kleineren zu subtrahiren, wenn man eine ab- 
steigende Reihe haben will. Für eine aufsteigende ist die näm- 
liche Operation, nur entgegengesetzt, zu machen. 

Es soll z. B. nach dieser Vorschrift die schon früher be- 
handelte Gleichung 


—aytyary—0 
behandelt werden. Man setzt wieder 


y LE: DD 1 ET - Hals 


24) Holland, 8.9. E 
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und zwar soll d negativ sein. Wird in bekannter Weise 
y= a,x” gesetzt, so entsteht das Parallelogramm 


3 m+3 2m+53 8m+5 
2 m+2 2m+2 5m+2 
I m+1 2m+1 3m+]1 


0) m 2m 3m. 








3 ist Pivot der Drehung; da die Reihe eine nach fallenden 
Potenzen geordnete sein soll, so wird die Anfangslage des 
Lineals diese sein :3 — 2m + 1— 3m. Diess giebt, wie schon ° 
erwähnt, zwei identische Bestimmungsgleichungen, die zu dem 
Werthe m = 1 hinführen. So ist denn also 


m=]; 
dagegen ist auch 
Mh IE 
und wir bekommen so die Grösse 
del se 2 








Hiemit aber ist das Bildungsgesetz der Reihe völlig be- 
kannt, und zur Berechnung der Folgeglieder «,, a, ... ist die 
Beihülfe des Parallelogramms nicht mehr unbedingt erforderlich. 

8. 8. Wir haben uns im Vorstehenden darauf beschränkt, 
den allgemeinen Gedankengang aus der vielfach verhüllenden 
Darstellungsweise gewissermassen herauszuschälen, und so 
mussten wir naturgemäss auf eine völlig umfassende Berück- 
sichtigung aller Nebenumstände Verzicht leisten. Indess muss 
man sämmtlichen Mathematikern, welche sich eingehend mit 
Erörterung der Newton’schen Regel abgaben, das Zeugniss 
ertheilen, dass sie alle besonderen Fälle an’s Licht zu ziehen 
und ihnen Rechnung zu tragen bemüht waren. 

Die wichtigste analytische Anwendung fand das Parallelo- 
gramm in der Lehre von der Umkehrung der Reihen. In ge- 
wissem Sinn gehört hierher bereits Newton’s Fundamental- 
problem, welches ihn zur Erfindung des Parallelogramms ver- 
anlasste. Die Reihenreversion gehörte bei den Gelehrten des 
vorigen Jahrhunderts zu jenen, leider nur fingirten, mathe- 
matischen Universalrezepten, mit deren Hülfe man Alles und 
Jedes zu leisten glaubte. Begriff und Umfang der hier zu 
lösenden Aufgaben hat sich denn wohl auch in keiner anderen 
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Spezialdisziplin so sehr verschoben, wie ein Blick auf die Lite- 
ratur von Newton bis Schloemilch?5) lehrt. 

Den Stand der Frage kennzeichnet uns am Besten ein 
sehr tüchtiger, aber wenig bekannter Schriftsteller der dreissiger 
Jahre, Hausen *), in seinem mathematischen Lehrbuch. Ihm 
zufolge liegen drei Hauptprobleme vor, welche er durch einen 
ersten, zweiten und dritten Lehrsatz erledigt. Die Variable z 
ist einmal gegeben durch eine nach Potenzen einer anderen 
Variablen y fortlaufende Reihe; es soll umgekehrt y in z aus- 
gedrückt werden. Der zweite Fall ist eigentlich nur ein Unter- 
fall des ersten; es kommen in der ersten Reihe nur ungerade 
Potenzen von y vor. Der dritte Fall beschäftigt sich damit, 
aus der Gleichung 


a2 +, +’... =bytbittby’+..: 


die eine Veränderliche linear durch die andere darzustellen. 

Diese Aufgaben konnten nun auf zwiefache Weise in An- 
griff genommen werden: 

Man konnte sowohl Geslalt, als auch Koefficienten der neuen 
Reihe durch das recurrente Verfahren der unbestimmten Koeffizienten 
finden — sowie dieses Hausen thut — oder man konnte erstere 
durch ein independentes Verfahren ermitteln, am besten durch das 
Newton'sche Parallelogramm. 

Wir schliessen uns hier wieder an Kästner an, dessen 
Auffassung eine ziemlich allgemeine ist. Es ist?) 


year en. ., 
wie findet sich y? Man setzt, als erste Annäherung, y = 4”; 
dann wird im Anschluss an $. 5. folgendes Parallelogramm zu 
bilden sein: 

2 m(A+20) 2m(A-+20)... 


mia 0) 2m(A +6) 
0 mA 2mA 











Die Anfangslage ist offenbar: 1 — mA, und wird sonach 
y-in der Form 


25) Schloemilch, Die allgemeine Umkehrung gegebener Funktionen, 
Halle 1849. 26) Hausen, Klementa Matheseos, Pars I, Lipsiae 1730. 
DeL7astl, 27) Kästner, S. 477, 
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Ax” — Bxm+«d 1 i 


vorausgesetzt, so hat man jetzt 


m 
A 


Die Differenz d findet sich nach $. 7. durch Subtraktion des. 
Exponenten mA vom Exponenten m (A + ö), da ja die Reihe 
eine aufsteigende werden soll. So ist 
mi + md - mi=md——d, 
und”*nun können die Koöfficienten der Reihe 
1+Jd 

a Ten ee re 
rein empirisch entwickelt werden. 

Im Wesentlichen analog hat man sich bei komplizirteren 
Vorlagen zu verhalten; jedoch glauben wir, dass für unseren 
Zweck die Benützung des Parallelogramms zur Reversion von 
Reihen hiermit genügend illustrirt ist. 

$S. 9. Wir haben oben ($. 4.) der Möglichkeit Erwäh- 
nung gethan, dass Newton seinem Parallelogramm vielleicht 
auch manche seiner Entdeckungen auf dem Gebiete der Kurven- 
theorie zu danken gehabt habe, denen er dann absichtlich eine 
den Ursprung nicht verrathende Form gegeben hätte. Diese 
Entdeckungen bezogen sich bekanntlich vornehmlich auf die 
Kurven dritter Ordnung; hier stellte er ziemlich abrupt eine 
Reihe von Theoremen hin, an deren Durcharbeitung die Geo- 
meter für lange zu thun hatten, ja deren systematische Ein- 
reihung in die Wissenschaft erst heutzutage als vollkommen 
gelungen gelten kann. COhasles, der die hierauf bezüglichen 
Studien mehrerer Gelehrter zusammenstellt, bemerkt dazu°®): 
„Es ist unangenehm, dass Newton sich begnügt hat, diese 
herrlichen Entdeckungen ohne Beweis, selbst ohne irgend eine 
Andeutung der von ihm befolgten Methode, anzuführen..... 
Es scheint uns, dass die analytischen Betrachtungen, aus wel- 
chen diese Geometer die hinreichenden Beweise für die Wahr- 
heit des Theorems von Newton geschöpft haben, nicht in die 
Natur und in die Grundidee desselben eingedrungen sind“. Diess 


28) Chasles, Geschichte der Geometrie, deutsch von Sohnke. Halle 1839, 
S. 142. 
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bezieht sich allerdings zunächst nur auf Chasles’ Vermuthung, 
dass Newton gewisse Verfahrungsweisen der projektivischen 
Geometrie gekannt und angewandt habe, gilt aber, mutatis 
mulandis, auch für unsere Hypothese. Wenn also Kästner?) 
vom Parallelogramm sagt: „Newton hat vermuthlich auf diese 
Art das gefunden, was er in seiner enumeratione linear. tertü 
ordinis gelehrt hat,‘“ so hat diese Vermuthung ziemlich viel 
Wahrscheinlichkeit. Noch erhöht wird diese, wenn wir wahr- 
nehmen, mit welchem Erfolg gerade die Geometer, welche sich 
am tiefsten in Newton’s Arbeiten eingelebt haben, das Pa- 
rallelogramm als Instrument handhaben. Auf diese Leistungen 
werden wir nunmehr näher einzugehen haben. 

Bemerkt ward bereits ($. 4.), dass unter den unmittelbaren 
Nachfolgern des Meisters das Parallelogramm in die Geometrie 
eingeführt wurde, wie denn besonders Stirling mit Hülfe des- 
selben die Kurven dritter Ordnung bearbeitete und auch wirk- 
lich Newton’s Klassifikation derselben in einigen Punkten 
verbesserte ®). In seine Fusstapfen trat De Gua, dessen 
selbstständiges Werk hauptsächlich der Vervollkommnung des 
instrumentalen Verfahrens gewidmet war°?!). De Gua stellt 
dasselbe mit Recht ungemein hoch; bei einer anderen Gelegen- 
heit ®?) nennt er es ‚‚l’excellente regle connue sous le nom de 
Regle du Parallelogramme, et au moyen de laquelle Newton 
assigne en suites infinies toutes les racines d’une Equation quel- 
conque‘“. Doch begnügte er sich nicht, die von Newton über- 
kommenen Verhaltungsmassregeln einfach zu adoptiren, sondern 
er änderte den ganzen Mechanismus um in der Weise, wie wir 
diess bereits früher ($. 4.) andeuteten und sofort genauer ‚zu 
besprechen haben werden. Seine Modifikation fand vielen An- 
klang bei seinen Landsleuten, ungleich geringeren in Deutsch- 
land. So moquirt sich beispielsweise Kästner über das 
günstige Urtheil, welches Cramer in Betreff dieser Neuerung 
gefällt hatte, also darüber: ‚‚dass er ein Ding auf die Spitze 
gestellt hat, das bisher auf einer Seite gestanden hat“ °®). Es 





29) Kästner, 8. 475. 30) Chasles, 8. 142. 31) De Gua, Usage 
de Vanalyse de Descartes pour decowvrir sans le secours dw calcul diffe- 
rentiel les proprietes des lignes geometriques de tous les ordres, Paris 1740. 

32) Id. Becherches du nombre des racıines reelles ou imaginavres, qui 
pewvent se trowver dans les Equations de tous les degres, M&m. de l’acad. 
royale des sciences, 1744. S. 456. 33) Kästner, 8. 142. 
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wird wohl nicht geleugnet werden können, dass der praktische 
Sinn der Franzosen hier ein Hülfsmittel geschaffen hat, gegen 
welches man in Deutschland, da man ja allenfalls auch ohne 
dasselbe auszukommen vermochte, sich ablehnend verhalten zu 
müssen glaubte. 

S. 10. Alles, was frühere Arbeiter auf diesem Gebiete 
Neues geschaffen hatten, nahm Gabriel Cramer in sein 
klassisches Werk über die algebraischen Kurven auf, welches 
auch in vielen anderen Richtungen bahnbrechend gewirkt hat; 
verdanken wir ihm doch, wie wir diess an einem andern Orte 
darlegten ®*), auch die erste praktisch verwendbare Idee von 
den Determinanten. Diese Stellung Cramer’s giebt uns das 
Recht, uns lediglich an ihn zu halten, und eine genaue Analyse 
seiner Schrift überhebt uns der Mühe, uns bei Stirling, de 
Gua etc. länger aufzuhalten. 

Unmittelbar nach Erörterung der Thatsache, dass die Ord- 
nung einer Kurve von der Wahl des Koordinatensystems völlig 
unabhängig sei und durch die Vertauschung derselben unge- 
ändert bleibe, folgt die Beschreibung des Newton’schen Pa- 
rallelogramms °’). „Mais comme dans cette disposition les termes 
d’un meme degre se trouvent places en diagonale, Mr. De Gua en 
tournant le Parallelogramme, lui a donne une situation plus com- 
mode. Il se presente alors comme un triangle, dont la pointe re- 
garde en embas, et ou les termes de l’equation generale sont places 
comme on le voit dans cetie Figure, qui explique la chose suffisa- 
ment.“ Die gemeinte Figur ist diese: 


MU LH? LOL YET 
TUST Y ST 
UNS ae U RE 
by ei 
a. 


Diess ist der nun immer wiederkehrende ‚‚iriangle algebrique 
ou analylique“; der unmittelbar in die Augen springende Vor- 
theil dieses Arrangements ist der, dass sämmtliche Terme ein 
und derselben Horizontalreihe homogen sind. Schräge Linien, 


34) Günther, Lehrbuch der Determinantentheorie, Erlangen 1875. 
S. 4 fl. 35) Introduction a Vanalyse des lignes courbes algebriques, 
A Geneve, 1750. 8. 55. 
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welche ausschliesslich gleiche Potenzen ein und derselben Ver- 
änderlichen in sich aufnehmen, werden als ‚‚bandes‘‘“ angeführt. 

An dieser Stelle wird das analytische Dreieck lediglich 
zur besseren Versinnlichung der Glieder gebraucht, welche in 
der allgemeinen homogenen Gleichung vom nten Grade zwischen 
zwei Variablen auftreten müssen; als Hülfsmittel zum Auf- 
finden neuer Wahrheiten erscheint es hier noch nicht. Auch 
an einer anderen Stelle spielt es nur eine untergeordnete Rolle, 
da nämlich, wo von des Abb& Bragelogne (bekannt durch 
seine Durchmusterung der biquadratischen Kurven °®)) ‚‚Contre- 
Diametre“ die Rede ist — unter einer solchen Bezeichnung 
versteht man einen Durchmesser, welcher zusammen mit dem 
darauf senkrecht stehenden die Kurve in vier kongruente 
Theile theilt*).. Um nämlich an einer gegebenen Gleichung 
sofort zu erkennen, ob sie eine solche Kurve repräsentire, 
ordnet man ihre sämmtlichen Glieder in’s arithmetische Dreieck 
ein und sieht zu, ob gewisse Horizontalreihen ganz weggefallen 
sind. Aber das drehbare Lineal, das Charakteristische des 
Newton’schen Verfahrens, findet auch hier °) noch keine Stelle. 

Wir stossen auf dasselbe zuerst im 7. Kapitel, betitelt °°): 
„Determination des plus grands termes d’une equation. Principes 
de la Methode des Series ou Suites infinies“. 

Hier müssen wir uns zuerst Rechenschaft darüber ablegen, 
wie der rein analytische Vorwurf mit geometrischen Dingen 
zusammenhängt. Es handelt sich um die sogenannten ‚‚unend- 
lichen Aeste‘“ der Kurven, deren Anzahl, Beschaffenheit und 
Lage die Eintheilung jener in Geschlechter und Arten bestimmt. 
Unter Beschaffenheit (espece) des Kurvenzweiges ist im Wesent- 
lichen die Aehnlichkeit zu verstehen, welche zwischen der 
krummen Linie und einer Hyperbel oder Parabel obwaltet; 
man spricht so von hyperbolischen und parabolischen Aesten, 
je nachdem endliche oder die unendlich entfernte Gerade als 





*) Wir verweisen bezüglich des interessantesten Falles solcher „Gegen- 
durchmesser‘“ auf eine früher publizirte Abhandlung, in welcher speziell 
„Figuren“ (im eigentlichen Sinne) behandelt werden, denen eine derartige 
Eigenschaft zukommt ??). 


RE \ 
36) Chasles, S. 148. 37) Günther, Ueber einige Probleme der höheren 
Geometrie, Archiv d. Math. u. Phys. 55. Band. 8. 163 ff. . 38) Cramer, 
Ber1dl ff. 39) Ibid. 8. 148. 
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Asymptoten auftreten. Um diese Aeste zu diskutiren, stellt 
man folgende Betrachtung an. Gegeben ist eine gleich Null 
gesetzte algebraische Funktion zweier veränderlichen Grössen: 
wird eine derselben bezüglich unendlich gross oder unendlich 
klein angenommen, so werden gewisse Glieder alle übrigen 
unverhältnissmässig überragen. Diese letzteren dürfen aus be- 
kannten Gründen vernachlässigt werden, und die Gleichung 
wird einfacher. Diese überwiegenden Glieder herauszufinden, 
ist die nächste Aufgabe — man sieht, dass bisher in nichts 
von dem Gedanken abgewichen ist, welcher auch Newton 
(s. o. $. 1.) bei einer analogen Ueberlegung leitete. Um die 
geometrischen Beziehungen klar zu übersehen, müssen wir auch 
diese, von der Kästner’schen Behandlungsart mehrfach ab- 
weichenden analytischen Prämissen Cramer’s kennen lernen. 

s. 11. Es kommt auch hier natürlich vorzugsweise auf 
zwei Dinge an: der Gebrauch des Parallelogramms muss streng 
begründet und verallgemeinert werden. Wir sahen, dass New- 
ton nicht den ganzen Nutzen aus seiner Erfindung zog, den 
sie zu gewähren vermochte, sondern seinen Nachfolgern noch 
eine ziemliche Ausbeute überliess. Diese beiden von ihm aus- 
zufüllenden Desiderate deutet Oramer") selbst mit den Worten 
an: ,„Za vraye Methode des Series est fondee sur le Parallelo- 
gramme de Mr. Newton, invention excellente, mais dont ? Auleur 
n’a pas donne la Demonstration, dont il semble meme n’avoir pas 
senti tout le prix“. - 

Der Beweis Cramer’s, welcher ebenfalls mit ziemlicher 
Breite vorgetragen wird, kann natürlich in der Hauptsache von 
demjenigen Kästner’s nicht abweichen. Wir gehen deshalb 
gleich dazu über, die mechanische Handhabung zu betrachten, 
welche Cramer der Newton’schen substituirt hat. Sein 
praktischer Sinn kennzeichnet sich gleich in dem Rathe t), 
ein materielles Dreieck mit passenden Durchbohrungen sich 
anzuschaffen, welches dann das jedesmalige Hinzeichnen des 
Triangels entbehrlich mache. Fassen wir seine Anweisung 
kurz zusammen, so gelangen wir zu einer Formulirung, welche 
wir im Anschluss an die von Clebsch in seinen Vorlesungen 

darüber gegebenen Notizen kurz bezeichnen als die 
| Cramer’sche Regel. Man ordne die vorkommenden Kombi- 





40) Cramer, S. XVI. 41) Ibid. 8. 165. 
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nationen der Potenzen von x und y in das analytische Dreieck ein, 
nehme den Potenzpunkt von y, welcher der Spitze zunächst liegt, 
und denke sich um denselben die betreffende Dreieckseite drehbar. 
Nach einer gewissen Drehung ist die bewegte Gerade in eine neue 
Lage gekommen, auf welcher mehrere markirte Punkte liegen; den 
eniferntesten mache man zum: Anfangspunkte einer neuen Drehung 
und setze dies fort, bis sämmtliche markirte Punkte auf dem Um- 
fang oder im Innern eines geschlossenen Polygons liegen, welches 
ausschliesslich ausspringende Winkel besitzt. 

Bis hierher ist Cramer’s Regel nur der Form nach von 
den uns schon bekannten Regeln verschieden, der nun kommende 
Zusatz ist formell wie materiell neu und bedeutsam. Um 
ihn aber als solchen zu erkennen, muss man erst wissen, was 
Cramer unter ‚,Determinaltrice superieure‘“ und ‚,‚inferieure‘“ 
versteht. Gerade bei dieser Gelegenheit fehlt seiner Definition 
die sonstige rühmenswerthe Klarheit, und wir geben deshalb 
folgende von seinem Wortausdruck ziemlich abweichende Nach- 
erklärung: 

Ist das analytische Dreieck vollständig ausgefülll, so ziehe 
man als Begrenzungslinie desselben die letzte Horizontale PEQU 
welcher noch markirte Punkte gelegen sind. Hiedurch ist die 
Möglichkeit gegeben, für jede der beiden anderen Seiten, welche 
wir hinfort als x- und y-Axe unterscheiden wollen, die oberen 
und unteren Begrenzungslinien zu finden. Man hebe nämlich auf 
der Horizonlalen und auf der anderen Axe diejenigen beiden Punkte 
heraus, welche den beiden Endpunkten der ersten Axe zunächst 
liegen und verbinde sie durch eine Gerade. Durch diese Diagonale 
wird die Umfassungslinie des Polygons in zwei Theile getheilt, deren 
oberer die obere Begrenzungslinie repräsentirt. Um die andere ebenso 
abzugrenzen, zieht man von dem dem Anfangspunkte zunächst ge- 
legenen Punkte der anderen Axe eine Diagonale zu jenem Eckpunkte 
des Polygons, welcher der gegenüberliegenden Ecke des Dreiecks 
zunächst liegt. Cramer’s ‚„Determinalrice‘ = ‚Begrenzungslinie‘. 

Hierauf gestützt können wir nun dem erwähnten Cramer ’- 
schen Korollar nachstehende Formulirung ertheilen. 

Durch Gleichsetzung je zweier an den Ecken des Polygons 
befindlicher Zahlen erhält man aus der ursprünglichen Gleichung 
eine Reihe anderer einfacherer. Durch die Annahme, dass ent- 
weder x oder y bezüglich ımnendlich gross oder unendlich klein 
wird, fallen gewisse dieser Gleichungen weg, und man sucht ein 
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Kriterium, um a priori zu erkennen, welche derselben erhalten 
bleiben. Ist x unendlich gross oder unendlich klein, so bestimmt 
man die oberen oder unteren Begrenzungslinien der y-Axe und 
lässt nur die durch jene gelieferten Gleichungen zu. Für y thut 
man das Nämliche nur mil Beziehung auf die x-Axe. 

Wie einfach diese Regel sich anwendet, sehen wir am 
besten bei Durchführung eines von Cramer *?) selbst gegebenen 
Beispiels. Gegeben ist die Gleichung 


xy: + axy bey + ce + daytea:+fy=d. 
Man konstruire das 
‚B Dreieck OA, in wel- 
chem OB die x-, OA die 
y-Axe ist, und markire, 
wie in Fig. 2. geschehen, 
die der Gleichung ent- 

sprechenden Schnitt- 

punkte. Lässt man dann 
r das Lineal seine Drehun- 
V gen machen, so entsteht 








das durch schärfere Aus- 
zeichnung hervorgeho- 
bene Vieleck, dem wir in unserem Falle diese fünf Gleichungen 
zu entnehmen haben: 


l, fy-+oxy?=0(; 

1. o22 Fey +0; 
Un Ba 
IN een: 

Ver, 


Dann kommen vier Unterfälle, zu deren Entscheidungen 
AB gezogen sein muss. 

«) Es sei x unendlich gross. Es gelten die oberen Be- 
grenzungslinien für diey-Axe, d. h. man hat die eine Gleichung 


ey + c#®—=(0. 
ß) Es sei x unendlich klein. Es gelten die unteren Be- 


grenzungslinien für die y-Axe, d.h. man hat die beiden Glei- 
chungen 


SR 


42) Cramer, 8. 167. 
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Pytasy”’—=0; 

er ft 0: 
y) Es sei y unendlich gross. Es gelten die oberen Be- 
grenzungslinien für die x-Axe, d. h. man hat die drei Glei- 
chungen 
azy + xy —=0; 
f’y Laxy’—=0; 
BUS ScTa lt. 


0) Es sei y unendlich klein. Es gelten die unteren Be- 
grenzungslinien für die «-Axe, d. h. man hat die beiden 
Gleichungen 

Case zei): 


ae A EN, 


Dass im weiteren auch der andere Fall, wo auf einer 
Polygonseite mehrere markirte Punkte liegen, sorgfältig in 
Betracht gezogen wird '3), versteht sich von selbst; die Reihen- 
entwickelung erfolgt dann nach den nämlichen Prinzipien, 
welche wir in den vorigen Paragraphen bereits charakterisirt 
haben. . 

$S. 12. Nunmehr kann die Frage nach dem Charakter 
eines Kurvenastes vorgenommen werden. Um sich zunächst 
klar zu werden, ob und was für unendliche Aeste der Kurve 
zukommen, bildet man das analytische Dreieck ihrer Gleichung 
und lässt aus letzterer die neuen Gleichungen hervorgehen, 


welche der Annahme 3 — oo entsprechen. Oder aber, was 


im Grunde das nämliche ist; man entwickelt x oder y in eine 
nach fallenden Potenzen der anderen geordnete Reihe. Die 
Methoden, wie dies zu geschehen hat, sind bereits vollständig 
besprochen, und so erhält man die verschiedenen Zweige®!). 
Wie deren geometrische Natur analytisch sich darstellt, erhellt 
aus Folgendem: 

Wenn y der absteigenden Reihe 


Aa + Be + Cat + De +... 


gleich ist, und man setzt die einzelnen Reihenglieder bezüglich 


43) Cramer, S. 169 ff. 44) Ibid. 8. 215. 
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\ Y, u, t; 5 .. . ’ 


so kommt alles auf den Ausdruck 
Z=ytutti+s-+... 


an, welcher imaginär, halb-imaginär oder reell sein kann. *) 
Man hat dann also drei Fälle zu sondern: 

a) Der Ausdruck 2 ist imaginär, dann güt das Gleiche von 
dem Kurvenast. So oft also ein beliebiges Glied der p Reihen, 
welche das analytische Dreieck liefern mag, imaginär wird, so 
oft geht ein Kurvenast (wenigstens für die gewöhnliche Anschauung) 
verloren. 

P) Der Ausdruck 2 ist halb-imaginär, dann entspricht einer 
(positiven oder negativen) unendlichen Abszisse eine reelle resp. 
imaginäre Ordinate. So oft also in einer der p möglichen Reihen 
halb-imaginäre Glieder auftreten, so oftmal: verlaufen die unend- 
lichen Aeste auf einer Seite der Ordinalenaxe. 

y) Der Ausdruck Z ist vollständig reell. Dann liefert jede 
der p Reihen zwei zu beiden Seiten der y- Axe liegende Zweige. 

Mit Hülfe dieser Sätze kann also eruirt werden, ob un- 
endliche Aeste vorhanden sind und wie sie sich im Allgemeinen 
vertheilen. Wie wir sahen (s. o. $. 10.), muss nun noch die 
nähere Beschaffenheit jedes Astes studirt werden, uud hierzu 
dient eine Regel, die wir, ihrer eigenthümlich-gedrungenen 
Form halber, in der Ursprache wiedergeben wollen. Sie 
heisst >): 

„Quand on a la Serie 


Aa" + Be + Ca+ Da + ..., 


qui excprime lordonnee d’une Branche infinie, il est aise de connoitre 
si cette Branche est hyperbolique ou parabolique. Qu'on prenne tous 
les termes de cette Serie, ou Texposant de x est posilif ou zero, et 


*) Zum .besseren Verständniss eines sonst wenig gebrauchten Kunst- 
wortes sei hier Cramer’s eigene Definition®) gegeben: ‚‚J’apelle demi- 


imaginaire une racine qui comme Vax est reelle quand on prend x posi- 





tive, et imaginaire quand on prend x negative; ou qui, comme V— az, 
est imaginaire quand x est positive, et reelle quand x est negative‘. Die 
Grösse V/ — x? ist dagegen „entierement imaginaire“, d. h. imaginär unter 
allen Umständen. 





45) Cramer, 2171. 46) Ibid. S. 230. 


Kapitel II. 161 


que leur somme soil nommee v. Si la Ligne dont x et v sont co- 
ordonnees est une Droite, la Branche de Courbe est hyperbolique 
et cette Droite est P’Asymplote.e. Au contraire, la Branche de 
Courbe est parabolique, si la Ligne, dont x est labscisse el v 
l’ordonnee, n'est pas une Droite‘“. 

Den besten Ueberblick über den Gebrauch der aufgestellten 
Regeln gewähren wieder Beispiele. 

I. Zu untersuchen, ob und welche unendliche Aeste die 
durch die Gleichung 


yt + 22?y? + x! — baxy? — 2ax + a’? —= 0 
charakterisirte Kurve habe”). 


Man bildet das analytische Dreieck und unterstreicht die 
in der Gleichung vorkommenden Termen. So erhält man: 


y' Ty® x? y a3 y xt 


Lässt man das Lineal seinen Umlauf machen, so erhält 
man drei Enndgleichungen. Es soll zugesehen werden, welche 
derselben für den Fall eines unendlich grossen & noch bestehen 
bleiben, und. hiezu muss die obere Begrenzungslinie gezogen 
werden. Dieselbe ist hier offenbar 


4 27,2 4 
RE ea ER 


und es resultirt sonach die einzige Gleichung 


(©? 5 Y)- >= 0, 

Hier tritt Regel «) in Kraft: Es ist nur Eine absteigende 
Reihe vorhanden, diese ist imaginär, und demnach giebt es 
keine unendlichen Aeste. 

II. Zu untersuchen, ob und welche unendliche Aeste die 
durch die Gleichung 

ey? — a?y — b’ = 0 


charakterisirte Kurve habe®°). 





47) Cramer, 8. 239. 48) Ibid. S. 245. 


Günther, mathem.-histor, Untersuchungen, 11 
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Hier besteht folgendes Schema: 
Yo af Ay 
2 ay © 


/, er 
1E 


Aus diesem Schema ergiebt sich zunächst 
ey: - uy U 


als Gleichung des Zweiges, welcher durch Ziehung der oberen 
Begrenzungslinie für die x«-Axe gewonnen wurde. Diess ist die 
Gleichung einer Hyperbel, und da wir bei der zugehörigen 
Reihenentwickelung auf ausschliesslich positive Glieder geführt 
werden, so tritt Fall y) ein. Es existirt somit ein hyper- 
bolischer Zweig im positiven, ein ebensolcher im negativen 
Koordinatenwinkel. 

Die obere Begrenzungslinie für die y-Axe des Dreiecks 
liefert die Gleichung 








a3. = 
d. i. die Gleichung einer Hyperbel höherer (dritter) Ordnung. 
y 
‚ 
\ 
U 7 
a, 
5 IntHille 
A | X 





MM 


Fig. 3. 


Auch hier gilt y), und wir erhalten zwei bezüglich in Qua- 
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drant I. und IV. liegende hyperbolische Zweige. Die beiden 
ersten haben die Ordinatenaxe zur Asymptote, deren unendlich 
entferntem Punkte sie sich von entgegengesetzter Seite nähern, 
die beiden letzten liegen auf entgegengesetzter Seite der Ab- 
szissenaxe, deren unendlich entfernten Punkt sie gemein haben. 
Es entsteht so die in Fig. 3. dargestellte krumme Linie, deren 
negative Abszisse in M ein Maximum erreicht. 

Der hier eingeschlagene Weg ist unmittelbar durch die 
früheren Vorschriften an die Hand gegeben. Allein durch die 
geeignete Deutung der verschiedenen Umfassungslinien des 
ins analytische Dreieck eingeschriebenen Polygons kann man 
noch schneller erkennbare Kriterien zur Entscheidung der 
Hauptfragen erlangen. So gelangt Cramer*”) zu folgenden 
Theoremen, deren Eleganz ebenso gross ist, wie ihre praktische 
Verwendbarkeit: 

I. Eine Begrenzungslinie im engeren Sinne (Determinatrix) 
ist nicht parallel zu einer der beiden Axen, sondern schneidet 
nur eine derselben oder geht dnrch den Anfangspunkt. Dann 
gilt Folgendes*): 

o) Liegen sämmtliche markirte Punkte zwischen dieser Geraden 
und der y-Axe, so werden dadurch hyperbolische deste angezeigt, 
welche die Abszissenaxe zur Asymptote haben. 

ß) @üt das Nämliche, nur dass an Stelle der y- die x-Axe 
rütt, so vertauscht sich ebenso die Ordinaten- mit der Abszissenaxe. 

Il. Eine Begrenzungslinie ist parallel einer der beiden 
Dreiecks-Axen. 

Je nachdem diese Axe die Abszissen- oder Ordinatenazxe ist, 
ergiebt sich eine Parallele zur y- oder x-Axe als Asymptote 
mehrerer hyperbolischer Zweige. Man findet die zu den unendlich 
fernen Punkten der einen Axe gehörigen endlichen Punkte der 
anderen, wenn man die durch die Begrenzungslinie gelieferte 
Gleichung auflöst. Hat dieselbe die Wurzel Null, so fällt die 
Asymptote mit einer der Axen selbst zusammen. 





*) Der eigenthümlich sich verschränkenden Texminologie müssen wir 
hier einige erklärende Worte widmen. Da wir stets mit zwei Systemen 
zu thun haben, dem natürlichen der Kurve und dem künstlichen des 
analytischen Dreiecks, so ward folgendes Auskunftsmittel getroffen: 

Die Worte &- und -y-Axe beziehen sich ausschliesslich auf das erste, 
die Worte Abszissen- und Ordinatenaxe dagegen auf das zweite System. 





49) Cramer, 8. 243, 261, 284, 308. 
11* 
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III. Die obere Begrenzungslinie schneidet die beiden 
Dreiecksaxen unsymmetrisch. 

Alsdann erhält man eine oder mehrere Gleichungen von einer 
dieser beiden Formen 


Y et A. = AU". 


Durch jede solche Gleichung wird im Allgemeinen eine Parabel 
höherer Ordnung, in unserem Falle also ein parabolischer Kurven- 
zweig repräsentirt. 

Der FallA = 2 würde einer zu beiden Axen symmetrischen 
Lage der Begrenzungslinie entsprechen ; disselbe schneidet ein 
BI en lline Dreieck ab. 


IV. In diesem Falle "wird eine Anzahl von Zweigen signalisirt, 
über deren Natur nur eine genauere Betrachtung orientiren kann. 
Man setzt in der Kurvengleichung 


y=Axc-+u 


und stellt die zugehörige Reihenentwickelung her; der Escponent 
des zweiten Gliedes dieser Reihe (von x) bestimmt die Natur der 
Kurve. Einem posiliven entsprechen parabolische, einem negativen 
hyperbolische Aeste, deren Asympioten jedoch nicht den Asen 
parallel sind, sondern eine durch die Gleichung 


po =arcigA 


gegebene Neigung gegen eine derselben besitzen. Im Falle, wo 
Jener Exponent sich annullirt, gilt dies auch für @. 

Treten wir mit diesen Vorschriften ausgerüstet an unser 
obiges Problem heran, so sehen wir Folgendes: Wir haben 
die beiden Begrenzungslinien 


y— xy” und zy? — 1. 


Eine derselben geht durch den Anfangspunkt, die andere 
schneidet die ÖOrdinatenaxe, ohne der Abszissenaxe parallel 
zu sein. Ziehen wir I. «) und ß) in Betracht, so entnehmen 
wir dem blossen Augenschein das, was uns sonst jene umständ- 
lichere Diskussion lehrte. 

Hiermit glauben wir unseren Versuch, Cramer’s Behand- 
lungsweise der unendlichen Kurvenäste zu beleuchten, ab- 
schliessen zu dürfen. Er steht mit derselben unter seinen 
Zeitgenossen isolirt da — selbst Euler, der dem Gegenstande 


Kapitel II. 165 


seine eifrige Theilnalıme widmet°®), scheint vom Parallelogramm 
nichts zu wissen und behandelt den Gegenstand in einer Weise, 
welche freilich im Grunde auf das Nämliche hinauskommt, 
durch ihr Verschmähen eines ebenso einfachen wie ingenieusen 
Hülfsmittels jedoch lange nicht den vortheilhaften Eindruck 
macht, wie Cramer’s Darstellung. Auch scheint man zu 
jener Zeit das Parallelogramm mehrfach zur Kontrole Euler’s 
benützt zu haben; wenigstens erwähnt Kästner, „dass er 
durch solches den Beweis verschiedener allgemeiner die krummen 
Linien betreffenden Sätze suchte, die nöthig schienen, um von 
Herrn Euler’s Vortrage, im II. B. der /ntrod. in Analys. inf. 
vollkommen überzeugt zu sein‘“°!), 

Von weiteren Bemühungen deutscher Mathematiker, sich 
in Cramer’s Werk und in den Gebrauch des Parallelogramms 
einzuleben, haben wir nur eine recht gelungene Dissertation 
des schon oben angeführten Pfeiffer zu entdecken vermocht?), 
welche zu gewissen Partien in Cramer’s Buche einen brauch- 
baren Kommentar liefert. 

$S. 13. Wie zahlreich sich in der Lehre von den alge- 
braischen Kurven Gelegenheiten ergeben, durch eine Anwen- 
dung des Newton’schen Mechanismus komplizirte algebraische 
Rechnungen einfach zu koupiren, dafür dürfte unsere bisherige 
Untersuchung hinlängliche Belege darbieten. Allein noch ist, 
wenn wir bei Cramer stehen bleiben, diess Thema durchans 
nicht abgeschlossen — im Gegentheile übrigt uns noch die Er- 
örterung eines Punktes, welcher vom mathematisch-historischen 
Standpunkte aus besondere Würdigung verdient. Denn an ihn 
gerade hat die Forschung späterer Zeit wieder angeknüpft, 
diese Materie schlug die Brücke über einen Zeitraum von 
eigenthümlicherweise genau 100 Jahren. Im Jahre 1850 nahm 
Puiseux — freilich ohne Kenntniss des geschichtlichen Sach- 
verhaltes und von wesentlich anderen Beweggründen geleitet 
— die Lehre von den vielfachen Kurvenpunkten da auf, wo 
sie Cramer anno 1750 gelassen hatte. Dieser Gegenstand 
soll uns nun auch hier beschäftigen. 

Definition und primitive Bestimmungsweise mehrfacher 





50) Euler, Einleitung in die Analysis des Unendlichen, deutsch von 
Michelsen, 2, Buch, Berlin 1788. S. 129 ff. 51) Kästner, S. 457. 52) 
Pfeiffer, Dissertatio mathematica de curvarum algebraicarum asymptotis 
tam rectilineis, tam curvilineis, earumque investigatione, Tubingae 1764. 
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Punkte einer Kurve gehen aus nachstehendem Satze Cramer’s 
hervor ®): | 

„Pour savoir si un Point assigne d’une Courbe est un Point 
multiple, et quel est le degre de sa mulltiplicilte; iÜl faut examiner 
combien de fois une Droite quelconque, menee par ce Point-la, y 
rencontre la Courbe‘“. 

Als den, der zuerst diese Formulirung gab, bezeichnet 
Cramer selbst seinen Vorläufer De Gua°!). 

Analytisch aufgefasst, vollzieht sich diese Operation fol- 
sendermassen. Man setzt in der Kurvengleichung 

fa, y) = 0 

statt y und x bezüglich su und (z-+ ru), d.h. man verwandelt 
das ursprüngliche rechtwinkliche Koordinatensystem in ein schief- 
winkliges, dessen Anfangspunkt der zu untersuchende Punkt 
ist, und dessen Abszissenaxe der ursprünglichen parallel läuft, 
während die Ordinatenaxe einen unbestimmten Winkel bildet, 
Die Grösse z kann aber, ohne Beeinträchtigung der Allgemein- 
heit, gleich Null genommen werden, und so kann man die 


transformirte Gleichung unmittelbar hinschreiben, indem man 
nur allgemein den Term 


a’ y@ mit rP s@ 


vertauscht und alle homogenen Glieder von der /ten Dimension 
noch mit u‘ multiplizirt; die neue Gleichung erscheint so nach 
Potenzen von u geordnet. ,‚,Et cette derniere equation indique 
par le nombre de ces racines en combien de points une Droite 
quelcongue passant par VOrigine rencontre la Courbe.‘“ Aber 
dieser Ursprung ist eben mit dem fraglichen Punkt identisch, 
und damit ist also die Aufgabe völlig absolvirt. 

Es lässt sich nun auch wieder a priori erwarten, dass dem 
analytischen Verfahren ein mechanisches substituirt werden. 
dürfe, welches auf den Eigenschaften des Newton’schen 
Parallelogramms beruht. Es bedarf nur des leicht zu über- 
sehenden Satzes’): 

Der Anfangspunkt des neuen Systemes ist ebenso vielfach, als 
die Anzahl der Null-Wurzeln, welche der umgeänderten Gleichung 
genügen. | 


53) Oramer, 8. 400. 54) De Gua, Usage etc. 8. 88 ff, 55) Cramer, 
S. 410, 
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Nun wissen wir aber, dass bei der französischen Lage des 
Parallelogramms, oder, besser gesagt, des Dreiecks, alle homo- 
genen Glieder auf ein und dieselbe Horizontale zu liegen 
kommen, und so fliesst aus dem Obigen denn eine in ihrer 
Einfachheit wahrhaft bewundernswürdige Regel: 

Man bilde die transformirte Gleichung und ordne ihre Glieder 
in das analytische Dreieck ein, indem das, was bisher & und y 
war, nunmehr bezüglich r und s wird. Fehlen dann der Gleichung 
! nach den Dimensionen geordnete Gruppen (von der Dimension 
Null ab gerechnet), oder, was dasselbe ist, bleiben im Dreieck t 
horizontale Reihen (die Spitze miütgezählt) ganz unausyefüllt, so 
ist der Anfangspunkt des neuen Axensystems ein tfacher Punkt 
der Kurve. il 

Wir entnehmen Cramer’s zur Illustrirung dieses Satzes 
vorgeführten Beispielen das folgende: Gegeben ist die Kurven- 
gleichung’°®): 
y® — 2ay’ + a y+ xy — 2ax—=0. 

Welchen Charakter trägt der Anfangspunkt? Um diess 
festzustellen, braucht es keine Koordinaten - Vertauschung, 
sondern man hat sofort das Dreieck: 


My xy? xy x3 


Nur die Spitze ist nicht markirt; also ist jener Punkt 
ein einfacher. 

Nunmehr aber werde eine Verschiebung des Systemes 
eingeführt, welche ie neue Gleichung 


y + xy-+ ay’ — aa? —= 0 
im Gefolge hat. Jetzt ist das Dreieck dieses: 
BP oay ady a? 
m ay a 
A \ or 
I, 


und demnach jener Punkt ein Doppelpunkt. 





56) Cramer, S. 412. 
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Mit dieser Regel ist jedoch die Bedeutung des Parallelo- 
gramms für das Studium der vielfachen Kurvenpunkte noch 
nicht erschöpft. Diese Punkte sind nicht alle von gleicher 
Natur; vielmehr kann man unter denselben wieder verschiedene 
Klassen unterscheiden. Bleiben wir zunächst bei den Doppel- 
punkten stehen, so kann ein solcher ein einfacher Knotenpunkt °") 
sein, oder es kann ein mehrfacher Wende- oder Windungs- 
punkt sein. Dabei wird die Bestimmung getroffen’®), dass ein 
2nfacher Wendepunkt (point d’inflexion) ein nfacher Windungs- 
punkt (point de serpentement) nach Maupertuis’°) Termino- 
logie sei. Hierbei sind die Windungspunkte nur analytisch 
als ausgezeichnete Punkte charakterisirt, oder, wie Cramer 
(s. 0.) sich ausdrückt: ‚‚Zes Inflexions sont alternativement visibles 
ei invisibles“. Uebrigens ist 4 die niedrigste Ordnungszahl, bei 
welcher solche Windungspunkte bereits erscheinen können. 

Um nun gegebenenfalls einen Punkt auf seine speziellere 
Natur prüfen zu können, hebt man bei Doppelpunkten aus 
der Gleichung der Kurve die speziellere 


M=zdy’+exy+ [a —=0 
heraus, vorausgesetzt, dass jener Punkt bereits Ursprung des 
Systemes sei. Sind die Wurzeln dieser Gleichungen complex, 
so ist jener, wie bekannt, ein Einsiedler- Punkt. Sind die- 
selben andernfalls beide reell, aber ungleich, so setze man in 
der Kurvengleichung statt y nacheinander 


Ax+uund Ax-+u, 


unter dx und fx jene beiden Wurzeln verstanden. So ent- 
steht eine neue Gleichung von der Form 


Kg): 
in der nothwendig der Term vux vorkommen muss. Dann gilt 
der Satz 9): 

Man ziehe im analytischen Dreieck jener Gleichung die vom 
Punkte ux ausgehende Begrenzungslinie nach der Abszissen (&-) 
Axe. Ist x‘ der von ihr darin getroffene Punkt, so ist der dis- 
kutirte Punkt ein tfacher Wendepunkt. 

Ist A= 4, so durchsetzen sich im doppelten Punkte die 


® 


57) Cramer, S. 569. 58) Ibid. S. 403. 59) Maupertuis, Sur quel- 
ques affections des courbes, Mem. de l’acad, 1729. 8. 277, 60) Cramer, 
S. 570. 
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Zweige nicht, sondern man hat entweder einen Rückkehr- 
oder einen Osculationspunkt. Hier unterscheidet man in 
bekannter Weise zwischen Rückkehrpunkt erster und zweiter 
Art oder Spitze und Schnabel, ebenso zerfällt die zweite Gat- 
tung in eine „Osculinflexion“ und in eine „Embrassin- 
flexion“. Auch diese sämmtlichen Spezialitäten fallen ins 
Bereich des Parallelogramms. 

Die Bedingung, von der wir ausgehen, ist algebraisch diese: 


yaayFl a. 


Wir setzen die hierdurch angedeutete Reihe fort, indem wir 
(4x2 + u) statt y in der Gleichung substituiren. Dann bilden 
wir wieder das analytische Dreieck und bemerken, dass dem 
tiefstgelegenen Punkte, von dem sonach die „untere Begren- 
zungslinie‘‘ ausgehen muss, der Term u? beigeschrieben sein 
wird. Nun aber kann im Allgemeinen Viererlei eintreten. 


«) Die von jenem liefsten Punkte ausgehende Begrenzungslinie 
triffı den Punkt x? — dann hat man es mil einer Spitze zu Ihun, 
wie bei der cubischen (Neil’schen) Parabel. 

ß) Jene Begrenzungslinie ist u? — ux? — x’. Dann erhält 
man zwei Reihen für y, nämlich etwa 


yeARTBEeT.e,) ye4ıat Bet 


Sind B und B’ imaginär, so sind es auch, wie wir früher sahen, 
die dadurch repräsentirten Kurvenzweige. Sind sie reell aber 
ungleich, so besteht eine ‚‚Osculation‘‘ oder ein ‚Embrassement‘, 
je nachdem die Zeichen gleich oder verschieden sind. Sind sie 
reell, aber gleich, so wird das bisherige Verfahren ülusorisch. 
Man setzt dann 


u=Bx’ +1 


und sieht in dem neu konstruirten analytischen Dreieck zu, ob die 
von 1? ausgehende Begrenzungslinie durch x? geht, wodurch ein 
Schnabel angedeutet würde. Wäre x? nicht markirt, so würde 
man ein drittes Reihenglied zu Hülfe zu nehmen und so fortzu- 
fahren haben. 


y) Hierher gehören die beiden Fälle, wo entweder die einzige 
„untere Begrenzungslinie‘“‘ u? — x? vorhanden ist, oder wo es fol- 
gende zwei giebt: u? — ux? und ux® — x°, Je nachdem das eine 
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oder andere eintritt, hat man ein ‚„‚Rebroussement a double Inflexion‘‘ 
oder eine ‚„Osculinflexion‘“. 
0) Auch hier sind zwei Fälle zu unterscheiden. Sind zwei - 
untere Begrenzungslinien vorhanden, welche resp. die beiden An- 
angsgleichungen S 


N era 3 N 


liefern, so wird ein „Embrassement“ oder eine „Osculation“ ge- 
kennzeichnet, je nachdem B und B’ gleiche oder verschiedene Vor- 
zeichen besitzen. Es kann aber auch sein, dass nur eine einzige 
untere Begrenzungslinie existirt, welche eine quadralische Gleichung 
mil den Wurzeln 

VERBEIIWEEDIE 


ergiebt. Je nach der Beschaffenheit dieser Wurzelwerthe bedarf 
es einer genaueren Diskussion, welche im Wesentlichen von ß) nicht 
abweicht. 
Untersuchen wir mit diesen Hülfsmitteln die Kurve der 
Gleichung!) 
ady? — 2aba?y — a? —=(; 


der fragliche Punkt ist hier bereits Anfangspunkt, und so kann 
man unverzüglich das analytische Dreieck 
Po ayt a?y? adyt aiy. a 
yap ay ya 
y ay? Ay a8 
y? xy x? 
y 1% 
1 


bilden. Man erhält die beiden unteren Begrenzungslinien 





y? — xy und @°’y — x; 


es tritt der in y) charakterisirte Fall ein, und man hat sonach 
im Ursprung des Systems eine Berührungsinflexion. 

Ganz entsprechende Regeln werden nun weiterhin für höhere 
vielfache Punkte mit peinlichster Akribie zusammengestellt. Auf 
sie einzugehen dürfen wir uns hier versagen, einmal, weil das 
allgemeine Verfahren von Cramer selbst nicht eigentlich for- 
mulirt, sondern in einer Fülle von Einzelfällen vorgetragen 








61) Cramer, 8. 59. 
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wird, dann aber auch, weil wir jetzt zu Puiseux’ alles Bis- 
herige zusammenfassender Methode überzugehen haben. Auf 
die hier obwaltende unbewusste Beziehung zwischen beiden 
Mathematikern hat Clebsch, wie dies oben ($. 1.) schon er- 
wähnt wurde, mit den Worten hingewiesen: ‚So findet sich 
bei Cramer schon die später von Puiseux gegebene Regel, 
nach welcher man diejenigen Gliedergruppen der Kurvenglei- 
chung bildet, welche in einem singulären Punkte von gleicher 
Ordnung werden können“, 


$. 14. Im Eingang des vorigen Paragraphen ward schon 
bemerkt, dass gerade ein Jahrhundert nach Cramer der uns 
hier beschäftigende Gegenstand von einer ganz anderen Seite 
her in Angriff genommen wurde. Während nämlich Cramer, 
nachdem er sich von dem vielfältigen Nutzen des Newton’- 
schen Parallelogramms bei geometrischen Untersuchungen über- 
zeugt hatte, demselben in seiner Arbeit eine gewissermassen 
prinzipielle Stellung zuwies, tritt dasselbe bei Puiseux, den 
ausschliesslich funktionstheoretische Absichten leiteten, blos als 
gelegentlicher Kunstgriff auf, und es bedurfte des weittragenden 
Blickes von Clebsch, um die historisch wie sachlich univer- 
selle Bedeutung desselben hervortreten zu lassen. 


Puiseux ist bekanntlich sowohl chronologisch wie auch 
geistig einer der unmittelbarsten Vorläufer Riemann’s, und 
in seiner berühmten Abhandlung®?) über die algebraischen 
Funktionen hat er zuerst die ursprünglich auf Oauchy zurück- 
zuleitende Idee durchgeführt, den Weg einer komplexen Funk- 
tion auf der Zahlenebene zu studiren und darzuthun, dass 
nicht auf sämmtlichen Wegen der gleiche Endwerth erreicht 
wird. Im zweiten Theile jener Arbeit wird speziell untersucht, 
welche Aenderungen sich ergeben, wenn zwei gleichen Anfangs- 
und Endpunkt besitzende Kurvenzweige in einander übergeführt 
werden sollen, zwischen die ein „point singulier‘‘ Cauchy’s"), 
d. h. ein Verzweigungs- oder Windungspunkt Riemann’s°') 
fällt. Die Funktionsgleichung möge 





62) Puiseux, Becherches sur les fonctions algebriques, Journ. de mathem. 
pures et appliqu, Tome XV. 8. 365 ff. 63) Cauchy, Exercises de l’ana- 
Iyse et de physique mathematique, Tome IV, Turin 1839. 8. 327. 64) 
Riemann, Grundlagen für eine allgemeine Theorie der Funktionen einer 
veränderlichen komplexen Grösse, Göttingen 1851, 8. 5. 
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/w2z)=0 


sein, und es werde vorausgesetzt, dass die aus dieser Gleichung 
berechneten Werthe von x für endliche Werthe 

M von z nicht unendlich werden können ®). In 

4 einem bestimmten Punkte der Zahlenebene, 
in welchem z= a wird, nehmen p Wurzeln 
jener Gleichung den gemeinschaftlichen Werth 


a b an. Wir beschreiben um jenen ersten Punkt 
4; A (Fig. 4.) eine Elementarkontur CZM und 
Fig. 4. 


verstehen unter %,, 4... u, die p Funktionen 
von z, welche der Gleichung 


fü 2) =0 
genügen und sich für den Anfangspunkt C auf p nahezu gleiche 
Wurzeln der Gleichung 

f(u,c)—=V0 
zusammenziehen. Der bewegte Punkt Z beschreibt einmal jene 
Elementarkontur, und die der ersten Gleichung Genüge leisten- 
den Funktionen von z, welche im Anfangspunkte der Bewe- 
gung bis auf unendlich kleine Grössen mit den einfachen Wur- 
zeln der Gleichung 

Fiyro) ei 
übereinstimmten, erlangen ihre Anfangswerthe wieder. Es soll 
nun das Verhalten jener Grössen u untersucht werden, zunächst 
unter der Voraussetzung, dass für 2=a, u = b der partielle 
Differentialquotient 

of 
02 
nicht verschwindet. Ist dies der Fall, so behauptet Puiseux ®): 
„Les fonclions u), Ug.. Up, qui deviennent egales a b au 
point A, peuvent elre rangees sur un cercle de facon quapres 
une revolution de Z sur un conlour infiniment petit Trace aulour 
du point A, la valeur finale de chacune delles soit egale a la 
valeur initiale de la suivante““. 
Für uns jedoch hat der andere Fall ein spezielles Interesse, 

in dem jener Differentialquotient verschwindet, und zu ihm 
wollen wir uns also jetzt wenden. 





65) Puiseux, S. 384. 66) Ibid. S. 387, 
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$. 15. In der Gleichung (/= 0) setzen wir 
u=b+fP, z=a+te 


und führen dieselbe so auf die Form über 


fe+Ba+te=4Pr+ ZBMu—0, 
„le signe & designant une somme de termes dans lesquels les ex- 
posants g el r sont entiers el positifs; dans les termes ou r est nul, 
g est plus grand que p, et Ü y a necessairement un Terme au 
moins ou, q etant nul, r ne lest pas‘‘°"). 

Es soll dann Folgendes geleistet werden: 

In der transformirten Gleichung sollen die Glieder niedrigster 
Dimension separirt werden — eine Aufgabe, deren Analogie mit 
jenen, welche die Anwendung des Parallelogramms erfordern, so- 
fort in die Augen fällt. 

Wir zerfällen das rechtsstehende Polynom in zwei Theile 
A und A, so dass die Identität 


AB + ZBpr = A+A4 


zu Stande kommt. In der ersten Gruppe A befinden sich blos 
Glieder von der Beschaffenheit, dass, wenn man sie nach ab- 
steigenden Potenzen von ß ordnet, die zugehörigen Exponenten 
von « nothwendig steigen müssen. Bestehen sonach die Un- 
gleichungen 


P>Pı > Pa: > Pi 
ı<h<gG...- << 
so wird 
A= 4,ßP + A,ßrat + A,ßBrae + Ati 
gesetzt werden dürfen. Dann lässt sich die obige Frage fol- 
gendermassen schärfer präzisiren: 

„Dans le polynome A, choisir de toutes les manieres possibles 
un groupe de deux ou de plusieurs termes tels, quen y regardanl 
«© comme un infiniment pelü du premier ordre ei B comme un in- 
finiment petit d’un ordre convenable, ces termes soient d’un meme 
ordre inferieur a celui de tous les aulres termes du polynome. 
Quand on aura trouve tous ces groupes, on formera, en les egalant 
d zero, des equations dont chacune determinera approximativement 
une ou plusieurs des p valeurs infiniment petites de B“®). 


67) Puiseux, 8. 386. 68) Ibid. 8. 389. 
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Ist nun 8 eine unendlich kleine Grösse der uten Ordnung, 
so mögen etwa das (+ 1)te und (g + 1)te Glied — deren 
Koöffiecienten sonach bezüglich 4, und 4, sind — von gleicher 
Dimension sein; dann gilt offenbar die Relation 


upr + gr = up, + 4; 


und, wenn 4 ein von f und g verschiedener Werth’ ist, 


um tuZUupr tt gr: 


Diesen Beziehungen lässt sich nun eine sehr übersichtliche 
Y Form dadurch ertheilen, dass man 
p und g als rechtwinklige Koordi- 
naten auffasst oder, um in unserer 
Sphäre zu verharren, dadurch, dass 
a man die verschiedenen Zahlpunkte 
\. in Form des Newton’schen Paral- 
\ lelogramms anschreibt. Es liegt dann 
m der Punkt M, (Fig. 5.) auf der x-, 
a ri u SE der Punkt M; auf der y-Axe, wäh- 
A n rend dem Punkte M, die Koordi- 
ee .——— y naten 9, und 9, zukommen. Die 
Ho oben gesetzte Bedingung über das 
Verhalten der Potenzen von « und 
ß lässt auch sofort erkennen, dass eine zwei willkürliche Punkte 
M, und M, verbindende Gerade beide Axen in ihren positiven 
Theilen trifft. 


Nunmehr mache man XZOX = arctg . und ziehe OM,, 


nr 








Fig. 5. 


sowie Mm, senkrecht auf OZ. Dann folgt 


k 
Omn = en 
tu 





und behält der kleine Buchstabe m seine Bedeutung bei, so 
folgt aus der obigen Grundgleichung 


Om, == Omy, 


mit anderen Worten: die Geraden M,M, und OL stehen senkK- 
recht zu einander, ebenso ist weiter 


Om, > (Om, = Om,). 
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Aus dieser Betrachtung erwächst nachstehende einfache Regel 
zur Aussiebung*) der einzelnen Gruppen ®): 

Man bestimme alle Punkte M,;, der Zahlenebene, deren recht- 
winklige Koordinaten bezüglich p; und q, sind. Dann mache man 
den der X-Axe angehörigen ersten Punkt zum Drehpunkt einer 
Geraden, deren Anfangslage mit jener Axe zusammenfält, und 
lasse die Gerade eine Drehung im Sinne des Uhrzeigers machen 
solange, bis sie durch einen oder mehrere der verzeichneten Punkte 
hindurchgeht. Den entferntesten derselben nehme man nunmehr 
zum Drehpunkt und fahre so fort, bis der auf der Y-Axe zunächst 
am Anfangspunkt gelegene Punkt erreicht ist. Alle der nämlichen 





” 
te 
=— 43 





y. 1 








en 
= E# ia re rein = Be nn -—M 
7 0 
Fig. 6. 


Umfangsseite des so entstandenen gebrochenen Linienzuges angehö- 
rigen Punkte gehören der nämlichen Gruppe an. 

Der blosse Wortlaut lässt erkennen, dass wir in der That 
berechtigt waren, die oben ($. 11.) statuirte Cramer’sche 
Regel in der Kapitel-Ueberschrift als Oramer-Puiseux’sche 
Regel zu bezeichnen. 


*) Diese Bezeichnung für das bei Bestimmung der zusammengehörigen 
Glieder vorzunehmende Geschäft scheint gerechtfertigt, weil wirklich eine 
recht schlagende Analogie mit dem bekannten ‚„rooxıvov“ des Eratosthe- 
nes obwältet. 


69) Purseux, 8. 391. 
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Nehmen wir zur näheren Erläuterung das von Puiseux 
selbst gegebene Beispiel vor. Der Drehpunkt fällt zuerst auf 
M, (Fig. 6.) und man erhält als erste Grenzlage der drehbaren 
Geraden diese: 


Mm—- MM MN. 
Letzterer Punkt wird nunmehr Pivot, und man erhält weiter 
Mn — M,„— M. 
und als die drei letzten Lagen 
M, — M„— Mh; M, — Mo; Ma — M:;. 


So bekommen wir aus dem Polynom 4 folgende fünf 
Gruppen: 


6 — AB" + AB at + Ara + AB an; 
= Ayßnalı + A,B°a'° + ABß'ta"; 
G=Aß'a'+4Aßra*r + Aßtar; 

Ur Aß ra 1 Auß va'o; 


G, = Auß va et 4a. 


Das Endglied jeder Einzelgruppe ist das Anfangsglied der 
nächstfolgenden. 

Nunmehr hat man sämmtliche Gruppen; wie aber ver- 
halten sich dieselben betreffs ihrer Dimensionen? Diess geht 
aus der geometrischen Entstehung der Gruppen unverzüglich 
hervor; denn da der Linienzug (in unserem Falle MM.) gegen 
den Ursprung konvex ist, so resultirt eine Reihe von Unglei- 
chungen, die hier so zu schreiben sein würden: 


qn gdı — 9 R—gI ee et 
Ph Pn—Pı een = ” Pu 





Daraus schliesst man aber weiter, dass, für 2 > 8, die in der 
Gleichung 
Gk=0 


stehenden unendlich kleinen Werthe von ß eine geringere 
Dimension haben werden, als die in der Gleichung 
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vorkommenden. 

Mit Hülfe dieser Trennungsregel wird nun die fernere 
Untersuchung durchgeführt, die in dem Satze gipfelt’®): 

„Les diverses fonclions U,, Up... U, qui salisfont a lequation 

Liz) 0 
peuvent loujours se partager, relativement au point A, en un certain 
nombre de sysiemes circulaires‘“. 

Was unter einem solchen Kreis-Systeme zu verstehen sei, 
ward bereits früher gesagt, und es möge nur noch angedeutet 
werden, dass der Zusammenhang dieses T'heorems mit den 
geschilderten Voruntersuchungen darin besteht, dass eben die 
Anzahl dieser Systeme mit der Anzahl der durch das Parallelo- 
gramm zu erhaltenden Gruppen identisch ist, 

Wir glauben durch unsere nunmehr vollendete Uebersicht 
über Puiseux’s Leistungen auch unseren früheren Ausspruch 
gerechtfertigt zu haben, dass sein Verfahren ein alles Vorher- 
gegangene umfassendes sei; insbesondere gilt diess auch von 
seiner ebenso präzisen als eleganten Beweismethode*). Nur eine 
einzige Ergänzung haben wir noch anzufügen; denn Puiseux 


*) Aus unserer Darstellung wird wohl mit hinlänglicher Deutlichkeit 
hervorgehen, wieviel Neues auf Puiseux im Gegensatz zu seinen Vor- 
gängern zurückzuführen ist. Wir sagen diess mit besonderer Bezugnahme 
auf die hie und da sich findende historisch nicht berechtigte Meinung, 
als ob der französische Gelehrte eine ganz unvorbereitete Entdeckung 
resp. Erfindung gemacht habe. Wenn es z. B. in einem ganz neuerlich 
erschienenen Schriftchen von Braun’!) heisst, man bilde die Gruppen 
„vermittelst der von Puiseux in Liouville’s Journal bewiesenen, aber 
schon von früheren Mathematikern häufig benutzten Regel“, so muss dem 
entgegengetreten werden. Man könnte eher so sagen: Bewiesen ward die 
Regel schon mehrfach (s. o. $. 4.), jedoch in der elegantesten und zugleich 
einfachsten Weise zuerst von Puiseux. Allein auch diese Fassung dürfte 
dem geschichtlichen Sachverhalte sich nicht ganz konform erweisen, wie 
uns die in Note I diskutirte Behandlungsweise Taylor’s zeigen wird. 
Uebrigens muss die eben 2itirte Arbeit von Braun auch ausserdem be- 
rücksichtigt werden: Sie giebt eine Anzahl praktischer Anwendungen der 
Regel (allerdings nur für den einfachsten Fall, wo der zwischen den Axen 
ausgespannte Linienzug in eine Hypotenuse degenerirt) und wird uns auch 
zu Paragraph 15 einige nicht uninteressante Notizen liefern. 


70) Puiseux, 8.397. 71) Braun, Die Singularitäten der Lissajous'- 
schen Stimmgabelkurven, Erlangen 1875. S. 30. 


Günther, mathem.-histor, Untersuchungen. 12 
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verfährt ausschliesslich als Funktionstheoretiker*), während 
bei allen anderen bisher aufgeführten Mathematikern geometri- 
sche Zwecke mehr oder weniger die Anwendung des Parallelo- 
gramms bedingen. Dieser nur scheinbare Widerspruch soll 
nun im Folgenden endgültig gehoben werden. . 

$S. 15. Wenn wirklich Cramer’s und Puiseux’s Dar- 
stellungen prinzipiell auf das Gleiche herauskommen sollen, 
so muss offenbar zwischen Geometrie und Funktionslehre ein 


*) Eine einzige nicht geometrische, sondern rein analytische Anwen- 
dung des Parallelogramms scheint sich auch im vorigen Jahrhundert nach- 
weisen zu lassen, und zwar bei Lagrange. Merkwürdigerweise scheint 
dieselbe ganz unbeachtet geblieben zu sein; nur Lacroix”)undDeMorgan 
(in einem Nachtrag zu einem Aufsatz über die Minding’sche Elimina- 
tionsmethode”3)) erwähnen ihrer überhaupt”*). Lagrange”) also kannte 
das Parallelogramm, aber seiner streng methodischen universellen An- 
schauung mochte es nicht gefallen haben. Er stellt nämlich die zu 
lösende Aufgabe ganz in der uns nun schon genugsam bekannten Weise 
auf und bemerkt, dass zwei Lösungsarten dafür sich angeben liessen, fügt 
dann aber bei: „Mais comme la methode dw premier demande une: espece 
de construction geometrique, et que celle du second depend du parallelo- 
gramme de Newton, et par consequent ne peut Ebre regardee comme. une 
methode mecanique, je crois que les Geometres seront bien aises de voir 
comment on peut resoudre cette question par une methode purement ana- 
Iytique‘“. Den hier gegebenen Rath befolgt Lagrange”) selbst, und in 
der That lässt sich sehr wohl ein solches rein analytisches Verfahren 
denken, So hat ja auch Hamburger’”) die Resultate von Puiseux in 
ein von geometrischer Anlehnung ganz losgelöstes Gewand gekleidet. 

Der Grund, warum Lagrange’s Abhandlung (wie übrigens manches 
andere, vergl. Kapitel II. $. 16.) fast ganz vergessen wurde, dürfte wohl 
aus ihrem Sujet herzuleiten sein. Der grosse Analytiker sucht nämlich 
darin Differentialgleichungen mit Hülfe der Kettenbrüche aufzulösen, allein 
diess Verfahren ist, wie Stern”) meint, „der längst bekannten Methode, 
die dasselbe durch unendliche Reihen leistet, nicht vorzuziehen“, Mit 
dem Ziel der ganzen Arbeit vergass man aber auch ihre Einzelheiten. 





72) Lacroix, Traite du calcul differentiel et du calcul integral, tome III., 
Paris 1800, 8. 223. 73) De Morgan, On the dimensions of the roots of 
equations, Quarterly Journal of pure and applied mathematies, Vol. I., 
S.ı1f. 74) Id. Lkstorical note on the theorem respecting the dimensions 
of roots, Ibid. 8. 233 f. 75) Lagrange, Mem. de Berlin 1776; Oewvres 
de Lagrange, publiees par les soins de M. J.- A. Serret, tome IV., Paris 
1869. 8. 304. 76) Ibid. S. 307. 77) Hamburger, Ueber die Entwicke- 
lung algebraischer Funktionen in Reihen, Zeitschrift f. Mathem. u. Phys. 
16. Jahrg. 8. 461 ff. 78) Stern, Theorie der Kettenbrüche und ihre An- 
wendung, Journal f. d. reine u. angew. Mathem. 11. Band. S. 350, 


a 


A UI 
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sehr inniger, von jenen Autoren selbst wenigstens nur sehr 
undeutlich gefühlter Zusammenhang bestehen. Suchen wir uns 
a priori über diesen Zusammenhang Klarheit zu verschaffen, 
so muss, wofern anders unsere bisherigen Behauptungen sämmt- 
lich ihre Geltung behaupten sollen, derselbe durch folgenden 
Satz gegeben sein: 

Die Lehre von den m blättrigen Riemann’schen Flächen deckt 
sich mit der höheren Kurventheorie insofern, als ein mfacher Ver- 
zweigungspunkt mit einem vielfachen Kurvenpunkt identisch ist, in 
welchem m Aeste zusammenlaufen. 

Wenn diess der Fall, so ist den Riemann’schen Flächen 
ihr unanschaulicher Charakter genommen, und das Studium 
der auf jenen Hülfsgebilden ausgebreiteten Funktionen deckt 
sich mit der analytischen Geometrie von zwei rechtwinkligen 
Koordinaten. Dass es aber wirklich der Fall ist, haben neuere 
Forschungen zur Evidenz dargethan. | 

Angebahnt ward diese Verschmelzung zweier ganz ver- 
schiedener Disziplinen bereits in dem epochemachenden Werke 
von Clebsch-Gordan’). In der bekannten Biographie °®) 
des Erstgenannten wird darauf hingewiesen, wie die Anfänge 
zu jener Verbindung. einen mehr persönlichen Charakter 
trugen, der sich nach der verschiedenen Denkart und Studien- 
‚richtung der Verfasser modelte. Es erscheint auch der Vor- 
theil der Einführung geometrischer Begriffe in die Funktionen- 
theorie mehr als ein praktischer, denn als ein grundsätzlicher, 
wie denn überhaupt in jenem Werke beide Betrachtungsweisen 
noch vielfach unvermittelt nebeneinander bestehen. 

Die direkte Aufeinanderbeziehung derselben scheint von 
F. Klein zuerst in Aussicht genommen und in einzelnen Fällen 
durchgeführt worden zu sein®!),. Lässt man nämlich jeder 
imaginären Tangente einer (algebraischen) Kurve den reellen 
Punkt entsprechen, welchen sie auf der Zahlenebene nothwendig 
besitzen muss, und ebenso jeder Berührüngslinie ihren eben- 
falls reellen Berührungspunkt, so lässt sich eine Fläche kon- 
struiren, welche jeden Theil der Ebene im Allgemeinen mehr- 








79) Clebsch u. Gordan, Theorie der Abel’schen Funktionen, Leipzig 
1866. 80) R. F. A. Olebsch. Versuch einer Darlegung und Würdigung 
seiner wissenschaftlichen Leistungen von einigen seiner Freunde, Math. 
Annalen, 7. Band. 8. 26. 81) F\. Klein, Ueber eine neue Art der Rie- 
mann’schen Flächen, Ibid. S. 558 ff. 

12* 
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fach überdeckt. Die Anzahl der Blätter ist gleich der Anzahl 


der imaginären Tangenten, welche durch einen Punkt im Innern 
der Kurve (diese geschlossen *) vorausgesetzt) hindurchgehen, bei 
der Ellipse also = 2. ‚‚Die so entstandene Fläche kann dann 
als vollständiges Bild der betreffenden algebraischen Funktion 
dienen; sie hat gegenüber der gewöhnlichen Riemann’schen 
Fläche den Vorzug, in unmittelbarster Weise auf die betreffende 
algebraische Kurve bezogen zu sein“ ®?). 

Eine vorläufige Ausdehnung dieser Theorie auf gewisse 
einfache Fälle von mehrfachen Kurven- bezüglich Verzweigungs- 
punkten ist von Klein®%) später gegeben; in erweiterter Ge- 
stalt begegnen wir dieser Auffassung in der bereits zitirten 
Dissertation von Braun (s. $. 14.). Hier wird bereits von der » 
Riemann’schen Fläche der Lissajous-Kurven gesprochen 
und, wie erwähnt, die Verzweigung derselben um den unend- 
lich entfernten Punkt mit Hülfe der Cramer-Puiseux’schen 
Regel bestimmt — eine Ausdrucksweise, die sich nur durch 
direkten Anschluss an die erwähnte enge Relation zwischen 
(reometrie und Funktionenlehre erklärt und rechtfertigt. 

Es kann hier nicht unsere Aufgabe sein, länger bei diesen 
an sich hochinteressanten Bestrebungen der Neuzeit zu ver- 
weilen. Wir blieben nur deshalb einen Augenblick bei den- 
selben stehen, weil wir einen Blick in die Zukunft eröffnen 
wollten, welche dem Newton’schen Parallelogramm möglicher- 
weise noch bevorstehen kann, dann aber auch um unseren bei 
einer früheren Gelegenheit gethanen Ausspruch klarzustellen °%), 
wonach Puiseux die Öramer’sche Regel ‚wieder reprodu- 
zirt und auf höchst glückliche Weise mit der Theorie der mehr- 
blättrigen Riemann’schen Flächen in Verbindung gesetzt“ 
haben sollte. i 

$S. 16. Fragen wir nun, mit welchen literarischen Hülfs- 
mitteln die vorliegende Zusammenstellung unternommen wurde, 








*) Nach projektivischer Auffassung, die hier massgebend ist, kann 
bekanntlich jede willkürliche Kurve als völlig geschlossen betrachtet wer- 
den, indem hier zwischen eigentlichen und uneigentlichen (unendlich ent- 
fernten) Punkten kein Gegensatz besteht. 


82) Id. Ueber eine neue Art der Riemann’schen Flächen, Sitzungs- 
berichte der phys.-med. Sozietät zu Erlangen, 6. Heft. S. 103. 83) Id, 
Weitere Mittheilung über eine neue Art von Riemann’schen Flächen, 
Ibid, 31833 84) Günther, Determinanten. S. 4. 
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so können dieselben nur als völlig unzureichend bezeichnet 
werden, und nicht allein zur Rektifizirung und Verifizirung 
etwa schwankender Punkte musste auf die Quellen zurück- 
gegriffen werden, sondern es liess sich auch das Thatsächliche 
einzig und allein aus diesen hernehmen. Der einzige Mathema- 
tiker, welcher sich mit der gesammten Entwickelungsgeschichte 
des Parallelogramms, wenigstens in ihren Grundzügen, vertraut 
zeigt, ist Morgan, den wir schon oben ($. 14.) anzuführen 
hatten. Wir entnehmen seiner Note die Nachricht, dass von 
älteren englischen Mathematikern zuletzt John Stewart in 
seinem Kommentar zu Newton°’) vom Parallelogramm gehan- 
delt habe, in neuester Zeit dagegen Gregory, von dem jedoch 
wohl nichts Hierhergehöriges zum Druck gelangt ist. 

Eine zwar sehr kurze gleichwohl aber recht dankenswerthe 
Andeutung hat auch in Salmon’s Kurvenlehre Eingang ge- 
funden. Der Verfasser$®) lehrt zwar nicht den eigentlichen 
Gebrauch des Parallelogramms, sondern begnügt sich zu er- 
wähnen, dass man aus einer Gleichung 

f(&, y) =) 
die in ein und dieselbe Gruppe gehörenden Glieder leicht durch 
Probiren erhalten könne, giebt aber genau die Quelle an, wo 
Näheres zu erfahren sei. 

'Das analytische Verfahren, welchem eben Newton sein 
mechanisches zur Seite gestellt hat, wird auch, jedoch ohne 
Nennung des letzteren, von Serret°’) in einem eigenen Kapitel 
behandelt, betitelt: „Besondere Fälle der Entwickelung einer 
impliziten algebraischen Funktion in eine nach abnehmenden 
Potenzen der Veränderlichen fortschreitende Reihe“. Von diesem 
Verfahren®®) hat Minding Gebrauch gemacht bei Herleitung 
seines bekannten Satzes, der, vor weiterer Ausbildung des 
Determinantenkalküls, gewissermassen den Schlussstein der 
Lehre: von der Elimination bildete. 


85) J. Stewart, J. Newton’s Two treatises of the quadratures of curves 
and Analysis by equations, translated into English with large commentary, 
London 1745. 86) Salmon, Analytische Geometrie der höheren ebenen 
Kurven, deutsch v. Fiedler, Leipzig 1873. S. 54 ff. S. 454. 87) Serret, 
Handbuch der höheren Algebra, deutsch v. Wertheim, 1. Band, Leipzig 
1868. S. 500 ff. 88) Minding, Entwickelung eines symmetrischen Aus- 
drucks für den Grad einer durch Elimination hervorgehenden Gleichung, 
Journ, f. d, reine u. angew. Mathem, 31. Band. 8. 1 ff. 
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Noten. 


I. Zu 8.4. In der Aufzählung der Mathematiker, welche in der 
zwischen Newton und Kästner liegenden Periode sich mit unserem 
Thema beschäftigten, fehlt ein Name und zwar der Name eines Mannes, 
den zu ignoriren ein Akt grösster historischer Ungerechtigkeit sein 
würde, Dies ist Brook Taylor, der in seinem bahnhbrechenden Werke, 
welches u, a. auch die noch jetzt nach ihm benannte Reihenentwickelung 
enthält, auch dem Parallelogramm seine Aufmerksamkeit zuwendet, 
Allein der Standpunkt des tiefsinnigen Gelehrten ist hier, wie in anderen 
Fragen, ein sehr eigenartiger, und vor Allem weicht er darin weit von 
seinen Zeitgenossen ab, dass er nicht gewöhnliche, sondern ausschliesslich 
Differentialgleichungen jenem Verfahren zu unterwerfen sucht, so dass 
sein Streben in gewisser Beziehung mit dem Lagrange’s (s. o. $. 15.) 
Berührungspunkte aufweist. Wir glaubten deshalb gut daran zu thun, 
wenn wir den originellen Denker ganz allein für sich behandelten, und 
wollen deshalb seinen Verdiensten in dieser Note gerecht zu werden ver- 
suchen. Zum Verständniss des Folgenden sei noch bemerkt, dass wir im 
Anschluss an die von Newton eingeführte und von Taylor adoptirte 
Terminologie den nten Differentialquotienten von y genommen nach x 
durch ein y mit n darüber gesetzten Punkten darstellen; es ist also etwa 

d’y 


SR URN: 
y Warst dıx'. 


Es soll nun eine Differentialgleichung der Form 


dx Anz 
7 (,20,7, ges ze 


vorliegen), und man stellt die Forderung: & in eine nach Potenzen von 
2 geordnete auf- oder absteigende unendliche Reihe zu verwandeln. Es 
wird zunächst der Beweis erbracht, dass allgemein 


«= Az9 + BzI9+n + 029427 +... 


sein müsse, so dass also zunächst 2 Grössen $ und n durch eine vor- 
läufige Untersuchung zu eruiren wären. Bis hierher unterscheidet sich 
Taylor's Gedankengang von dem Kästner’s und Anderer nur durch 
die in der Hypothese liegende grössere Allgemeinheit; im Bestimmungs- 
modus selbst aber differirt er beträchtlich, nicht sowohl prinzipiell, als 
vielmehr durch die konzise von allem überflüssigen Beiwerk befreite 
Darstellung, die sogar (s. $. 14.) in einem eleganten Beweise gipfelt, der 
unverkennbar demjenigen Puiseux’s ähnelt. 


Irgend ein Glied der ursprünglichen Differentialgleichung möge sein. 


& . .. nd 
x Pal De 


abgesehen vom Koöffizienten wird dann das erste Glied der aus diesem 


89) Brook Taylor, Methodus incrementorum directa et inversa, Londini 
1757.50.28. 
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Gliede hervorgehenden Reihe die Form 
gg zZutetß+Ytet .:.)9-89—27—-39—... 


haben, und die Reihe selbst wird somit das allgemeine Glied 


zur mn 


ergeben. Wir setzen 
n=y®-+v, 


für ein anderes Glied wird dann etwa jenes r=y®-» sein u. s. f. 
„lum si illi numerti tales sint, ut facti inter se aequales, et inde deter- 
minato 9, sint omnium numerorum (y#-- v) per istum valorem 9 pro- 
venientium vel maximi vel minimi, recte determinabitur. Hoc autem fit 
sequenti artificio* — dieser Kunstgriff ist eben das Parallelogramm. 


Man messe nach einer willkürlichen Längeneinheit jedes einzelne x 
und trage, nachdem ein rechtwinkliges Axensystem BAC (Fig. 7.) zu 











ee RE 
201:127 F 2 





Tiger 


Grunde gelegt ist, die y als Abszissen, die v als Ordinaten ab. E,G,M 
seien drei solche Punkte, und zwar sei deren Lage so beschaffen, dass 
die Verbindungslinie von M und A zwischen beiden Punkten von der 
Geraden E@ geschnitten wird. Die Koordinatenwerthe sind: 


AD NEST y=AL 
v— DE v=FG=DH v=LM=AN; 


die verlängerte GE schneide die Ordinatenaxe in J, und eine durch M 
jener Linie parallel gezogene Gerade dieselbe Axe in ©. Nach Bedingung. 
ist nun 


= a Be 
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AD-$ + DE=AF:$+ FG, 


woraus 

DE— FG 

AF— AD 

fliesst. Statt dieses Bruches kann man, wie ähnliche Dreiecke lehren, 
auch andere setzen, so folgt 


DIESEN OR 
HG nm er 


Suchen wir jetzt das x des Punktes M, so ist dasselbe gleich 
AL-#+LM=Altsgg +LM=A4A0, 


d, h. grösser als die = jener beiden Punkte. Der Punkt M war aber 
willkürlich jenseits der Geraden EG angenommen, und es erhellt unmittel- 
bar die Regel?%): „Zrgo numeris ommibus m in plano hoc modo dispositis, 
si applicetur regula ad puncta duo exteriora E et G, dabitur index %, 
atque signum indicis n. Deinde invenietur ipse n sumendo maximum di- 
visorem communem omnium numerorum nz Provenientium per valorem © 
iam inventum. Unde dabitur forma serie quaesitae“, 

Führen wir in Taylor’s Geist ein Beispiel durch. Gegeben ist die 
Differentialgleichung 


fe 


= 


3 
1+20 —- Par a0. 


Nun bildet man für die einzelnen Glieder die oben eingeführten Ex- 
ponenten, und findet so 


ri eV! =! po -ßeya..=0, ao az yy ve 
pe ae 

für Bar: Lese y—dmned; also ®: :y9 HVv=29 4%; 
für zu ea=ßel,y=-1,d-..—0, also yo ee 


Nimmt man sonach wiederum ein rechtwinkliges System BAU (Fig. 8.) 
und überträgt in angegebener Weise die Punkte x, so erhält man die 
4 Punkte A, E, @, H mit den Koordinatenwerthen 


y=0 Be ‚, [2 =2% =» 
Au 2 v=1 Gi, EN. 


Die in der Regel geforderten Geraden werden demnach durch die 4 
Seiten des Vielecks AEGH repräsentirt, und man findet 4 Reihenent- 
wickelungen, nämlich die folgende; 


e= Ar Be? +02 +..; 
Pa Bu re 02? +..; 
c= 42 BU Te 
Ares Be PER 

90) Ibid,. 8. 31. 
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deren Koöffizienten hinterher noch ausgerechnet werden müssen. Zwei 
dieser Reihen schreiten in aufsteigender, zwei in absteigender Ordnung 
fort, indem, wie Cramer 
(s. 0. $. 11.) sich ausgedrückt 
haben würde, zwei obere 
und zwei untere Begren- 
zungslinien vorhanden sind, 

I. Zu $ 5 Es fand 
sich in der nun vollendeten 
Studie mehrfach Veranlas- 
sung, der Arbeiten des 
deutschen Mathematikers 
Kästner zu gedenken, der in 
der zweiten Hälfte desvorigen 
Jahrhunderts von vielen Sei- 
ten geradezu als Repräsen- Zr 
tant unserer Wissenschaft 
angesehen wurde. Man kann 
wohl behaupten, dass jenem Manne viel Weihrauch gestreut de, 
den er nicht verdiente, allein ebenso unberechtigt ist die Verachtung, 
mit welcher ihm von neueren Gelehrten häufig begegnet wird. Dem 
Analytiker, der sich nicht speziell mit historischen Studien beschäftigt hat, 
ist in Anbetracht der vielen gerade analytischen Sünden, deren sich die 
Kästner’sche Schule allerdings schuldig gemacht hat, ein so herbes 
Urtheil nicht zu verübeln; wenn aber auch ein Historiker von der Bedeu- 
tung, wie Hermann Hankel es unzweifehaft war, sich in gleichem 
Sinne vernehmen lässt, so ist dem im Interesse der geschichtlichen Wahrheit 
entschieden entgegenzutreten. Hankel lässt sich nicht leicht eine Gelegen- 
heit entgehen, ohne gegen Kästner in der schärfsten Weise auszufallen, 
wofür wir leicht einige prägnante Proben anführen können. So heisst es 
da, wo von Kant’s Urtheil über die arithmetischen Elementarthatsachen 
„die Rede ist, unter Anderem: „Freilich war Kant’s Ansicht nicht allein der 
Ausdruck der von ihm wohlgekannten Mathematik seiner Zeit, wo Kästner 
als grosser Mann galt“°!). An einer anderen Stelle ist gar von ihm °?) als 
einem Manne die Rede, welcher den Literarhistorikern als Epigrammen- 
dichter wohl bekannt ist, von dem der Geschichtschreiber der Mathematik 
aber kaum etwas anderes zu sagen weiss, als dass er Nichts geleistet hat. 
Verhält sich dies wirklich so, oder ist Hankel hier zu weit gegangen? 
Wir treten für die letztere Auffassung ein und halten dafür, dass Hankel’s 
unparteiisch -historisches Urtheil, das sich in der älteren Zeit und im 
früheren Mittelalter so schön bethätigt, bei Beurtheilung neuerer Arbeiten 
nicht immer Stich hält*). Wir wollen damit dem hochverdienten Verfasser 


B @=2 43 








2 





Fig. 8. 


*) Wir werden unsere hier ausgesprochene Ansicht in dem Referate 
ausführlicher begründen, welches wir von Hankel’s neuestem historischen 


91) Hankel, Vorlesungen über die komplexen Zahlen und ihre Funk- 
tionen, 1. Theil, Leipzig 1867. S. 53. 92) Id. Die Entwickelung der 
Mathematik in den letzten Jahrhunderten, Tübingen 1869. 8. 26, 
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selbstverständlich nicht zu nahe treten, sondern finden es erklärlich, dass 
dem in Riemann’s Schule aufgewachsenen Mathematiker, der an seinem 
Theile selbst bahnbrechende Werke schuf, der Standpunkt einigermassen 
abhanden gekommen war, von dem aus die Geistesprodukte einer ver- 
gangenen Periode unbefangen betrachtet werden können*). Aber wir 
können es uns nicht versagen, einen kleinen Eingriff in das jetzt so viel- 
beliebte Kapitel der ‚Ehrenrettungen“ zu machen und Kästner in seinem 
wahren Lichte, freilich nicht als Genie, aber doch als einen Mann er- 
scheinen zu lassen, der „etwas geleistet hat“. 

So wenig der Literarhistoriker den Gleim-Ramler’schen Kreis mit 
den Massstabe messen darf, welchen er an die Leistungen eines Lessing 
oder Wieland anzulegen gewohnt ist, ebensowenig dürfen einem Manne, 
wie Kästner, Vorhalte darüber gemacht werden, dass er Dinge nicht 
wusste, von denen eben die Welt überhaupt erst durch Lagrange und 
Cauchy etwas erfahren hat. Und drücken wir nicht die enormen Ver- 
dienste dieser Geistesheroen selbst herunter, wenn wir ihre Vorläufer 
nur als erbärmliche Stümper bezeichnen? Gehen wir jedoch zur Sache 
selbst über. 

Hätte Kästner nichts gethan, als die Lehre vom Parallelogramm der 
Engländer in eine systematische überdiess mit Beweisen und Beispielen 
ausgestattete Darstellung geformt, so wäre diess allein schon ein Verdienst. 
Denn gerade durch diese Methode sollte ja dem Missbrauche entgegen- 
getreten werden, welchen die damalige Zeit mit den sogenannten unbestimm- 
ten Koöffizienten trieb, und an dessen Konservirung wir, wenn wir ehrlich 
sein wollen, doch auch den Bernoulli’s und Leonhard Euler ein 
gutes Theil zurechnen müssen. Allein Kästner hat auch noch andere 
reelle Leistungen aufzuweisen, deren Kenntnisse allerdings einige von ge- 
wissen Heissspornen perhorreszirte Beschäftigung mit seinen Werken ver- 
langt. Kästner hat in Deutschland den ersten eigentlichen Beweis für 


Werke für das „Jahrbuch für die Fortschritte der Mathematik“ vorbe- 


reiten. Dass trotz des imposanten Gesammteindrucks, welchen jenes Buch’ 


gewiss auf jeden Leser macht, im Einzelnen sich Ausstellungen machen 
lassen, hat auch Curtze®) kürzlich hervorgehoben. 

*) Eine recht charakteristische Stelle hierfür ist die, wo Hankel°%) 
die von Kästner gemachte Bemerkung bespricht, dass für jede Strecke 
mit den Endpunkten A und B 


AB+DBA=0 
sei. Gewiss war Kästner noch nicht der Mann, der aus einer solchen 
Relation weittragende Schlüsse zu ziehen vermochte, aber mehr Aner- 


kennung für eine solche ganz dem Zeitgeist widersprechende Wahrnehmung 
scheint er uns doch zu verdienen, als ihm Hankel zu Theil werden lässt. 





93) Curtze, Bemerkungen zu dem Aufsatze Günther’s: Zur Geschichte 
der deutschen Mathematik im 15. Jahrhundert, Zeitschr. f. Math. u. Phys, 
20. Jahrg. 8. 59, 94) Hankel, Ueber die Vieldeutigkeit der Quadratur 
und Rektifikation algebraischer Kurven, Leipzig 1864. S. 8. 
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den sogenannten Harriot’schen Lehrsatz gegeben’), den man bis da- 
hin®%) fast für unbeweisbar gehalten hatte, er hat die von Vieta und 
Kepler geschaffene, von Cotes und de Moivre so wesentlich geförderte 
Lehre von der Winkeltheilung zuerst in ein analytisches Gewand ge- 
kleidet und vervollkommnet’?), er hat die Theorie der sogenannten Archime- 
dischen Körper auf ein sicheres Fundament®) gestellt, und ihm verdanken 
wir die Einführung der bis dahin ganz unbeachtet gebliebenen Enler’- 
schen (analytischen) Trigonometrie in Deutschland”). Als wissenschaft- 
liche Mittelsperson wie als Lehrer hat Kästner Bedeutendes gewirkt, 
seine zahlreichen Schüler, unter denen wir nur Karsten, Klügel und 
Olbers nennen, haben zum grossen Theile Tüchtiges von sich hören 
lassen, und wir sind überzeugt, hätte Kästner sich nicht am Abende 
seines Lebens noch zur Abfassung seiner unglücklichen ‚Geschichte der 
Mathematik‘ verleiten lassen*), so würde sein Name jetzt ganz anders 
dastehen, als es freilich der thatsächliche Fall ist, 


*) So wenig natürlich Kästner’s Buch seinen Titel rechtfertigt, so 
behält es doch als Repertorium von Notizen stets einige Brauchbarkeit 
bei und bietet sogar, wenn man nur über die unvermeidliche garulitas 
senilis hinwegzukommen im Stande ist, viele interessante Einzelheiten, 
deren manche, wie vorliegendes Werk zeigen kann, eben nur bei ihm zu 
finden sind. 


95) Kästner, Dissertatio de theoria radicum in aequationibus, Lipsiae 
1736. 96) Wolf, Der Anfangsgründe der mathematischen Wissen- 
schaften letzter Theil, Halle 1717. S. 175. 97) Kästner, Unde plures 
insint radices aequationibus sectiones angulorum definientibus, Gottingae 
1756, 98) Id. De corporibus polyedris data lege irregularibus, Com- 
ment. Gotting. VI, VIII, IX. 99) Id. Astronomische Abhandlungen, 
1. Band, Göttingen 1772. 8. 65 fi. 
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Historische Studien über die magischen Quadrate. 


$. 1. Die Entstehung der magischen (Juadrate ist in tiefes 
Dunkel gehüllt. In den meisten Darstellungen wird Indien als 
ihr Vaterland genannt, ohne dass doch dieser Ansicht eine ge- 
nügende historische Unterstützung zur Seite stünde. Es mochte 
einerseits diess seinen Grund in der bekannten Thatsache haben, 
dass das Schachspiel eine indische Erfindung ist!), andererseits 
aber bezog man sich auf die Angaben des bekannten Reisenden 
La Loubere. Derselbe sagt nämlich in seinem Berichte ?): 
„Mr. Vincent, dont J’ay souvent parle dans ma Relation, me voyant 
un jour, dans le Vaisseau pendant notre relour, ranger par amuse- 
ment des quarres magiques a la maniere de Bachet, me dit que 
les Indiens de Surate les rangeoient avec bien plus de facilite, et 
m'enseigna leur methode pour les quarres impairs seulement, ayant, 
disoit-il, oublie celle des pairs‘“. Man erkennt leicht aus diesen 
Worten, wie wenig sie dem Zwecke, zu welchem man sich 
ihrer mehrmals bedienen wollte, eigentlich dienen können; es 
geht — Herrn Vincent’s Glaubwürdigkeit vorausgesetzt — 
doch nur das aus ihnen hervor, dass zu Ende des siebzehnten 
Jahrhunderts indische Braminen eine Regel zur Verfertigung 
magischer Quadrate besassen. Wäre auch diese, wie das bei 
vielen anderen mathematischen Kenntnissen dieser Leute aller- 
dings der Fall ist, eine ehrwürdige Reliquie aus dem Blüthe- 
zeitalter der indischen Wissenschaft, so wäre gar nicht abzu- 
sehen, warum in den uns doch zum grossen Theil erhalten 
gebliebenen Werken jener Epoche gar keine Spur davon sich 
finden sollte Für den indischen Ursprung der magischen 


1) Lassen, Indische Alterthumskunde, 4. Theil, Bonn 1862. S. 905. 
2) La Loubere, Du Royaume de Siam, Tom. II, A Amsterdam 1691. 
S. 237. - 
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Quadrate beweist somit La Loubere’s Nachricht gar nichts; 
indess wollen wir doch den Anfang unserer historischen Be- 
trachtung mit dieser dem Sprachgebrauch zufolge nun einmal 
als indisch bekannten Methode machen. 

8.2. Die indische Vorschrift würde sich folgendermassen 
aussprechen lassen: 

Nachdem das gegebene Quadrat in seine (2n 4 1)? Zellen ein- 
getheilt ist, setze man die Zahl 1 in die mittlere Zelle der obersten 
Zeile*) und die Zahl 2 in diejenige, welche bei der Bezeichnung 
durch doppelte Indices mit 

Ron -+i1,n-+2 

. charakterisirt werden müsste. Alsdann schreibe man die Zahlen 
in ihrer natürlichen Reihenfolge in diagonaler Richtung in die 
Zellen ein, so zwar, dass nach erfolgter Durchlaufung einer Neben- 
diagonale von p Zellen die (auf der anderen Seite der Haupt- 
diagonale belegene) Nebendiagonale von (2?n + 1—p) Zellen an 
die Reihe kommt. Stösst man hiebei auf eine schon besetzte Zelle, 
so gehe man senkrecht Eine Zelle herab und fahre in gleicher 
Weise fort. 

Nach dieser Regel wurde das nebenstehende Zauberquadrat 
von 2.3+1j?—=49 Zellen gebildet; die Zahl 2 hat hier die 
Indices 7 und 5. 

SURER TEBASTER 03 10..7195628 
BO TER BE 2-29 
EOMBO IE ISRHCRT 7226 1055,37 
DES 122165251094 2:36:845 
3 5 24 3 2 4 4 
21:43:33 132, 414373112 
22221, 0402 49402571120: 


Beweise für die Richtigkeit dieses Verfahrens haben La 
Loubere selbst?), dann aber auch De la Hire*) und Moll- 
weide’)g geliefert, indess lassen diese Beweise sämmtlich an 


*) Die Worte „Zeile“ und „Colonne‘“ werden ganz in dem hekanafen 
Sinne der Determinantentheorie angewandt. 


3) La Loubere, 8. 266 #. 3) De la Hire, Nowvelles constructions 
et considerations sur les quarres magiques avec les demonstrations, M&m. 
de Math. et de Phys. de l’acad. royale des sciences, Annde MDCCV. S. 167. 

5) Mollweide, De quadratis magicis commentatio, Lipsiae MDCCCXVI. 
S.45 ff. Id., Mathematisches Wörterbuch, Erste Abtheil., Vierter Theil, 
Leipzig 1823. 8. 18 ft. 
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Einfachheit zu wünschen übrig, und wir wollen deshalb eine 
immerhin einfachere Betrachtung hier mittheilen, welche zeigt, 
dass in der That, wie es eben der Charakter eines magischen 
Quadrates fordert, die Summe aller-Zeilen, Colonnen und der 
beiden Haupt-Diagonalen die nämliche Zahl 


ER  , 1 SER 

| = rc Lie SER nie (2n +12 (er + 1)? + | 
= (2n+N)(2n+2n-+]) 

ergiebt, im obigen speziellen Falle also 7 (18 +6 1) = 175. 


Betrachten wir die (n-+1)te Colonne (von links nach rechts 
gerechnet), so liefert diese die Summe 


1+1@n+2)+1+2Q2n +2) +1-+--: 
+2nr @r +2) +1=(2n +1) (2 +2n +12). 

Fassen wir nunmehr eine andere Colonne in’s Auge, etwa 
diejenige, in welcher die Zahl p (> 1, <2n-+- 1) vorkommt. 
Man bemerkt, dass sämmtliche Terme in zwei arithmetische 
Progressionen mit der gemeinschaftlichen Differenz (2n + 2) 
sich zertheilen. Drückt man diess a aus, so nimmt 
die Summe 2 folgende Form an: 


Er ca 
ent DR tr ende 9 
+? + &@r + lee DI2RH 2) Hl Pr 

+ En + 1 p2Rn + 23 +17 p = 2)2R 72% 


hieraus erhält man mit Hülfe der bekannten Summationsformeln 


2—=(2n +2 —p)(2n +3n—np+1)+ (p-1)(An+An—np 
+1) =4n? +6n?—+ AH Hi (Zn +1) (2n’+2n-+1). 


Ein wenig schwieriger gestaltet sich die Sache bei den 
Horizontalreihen, indem wir hier drei arithmetische Progres- 
sionen zu berücksichtigen haben, ausgenommen bei denjenigen 
Zeilen, denen die Terme 1 und 2 angehören, denn bei diesen 
treten blos zwei verschiedene Reihen auf. Wir greifen die- 
jenige Zeile heraus, in welcher die Zahl 2n +1 —-2p), also 
eine ungerade Zahl vorkommt (p>0, <n), indem andern- 
falls die Rechnung sich nicht wesentlich ändert. Dann lehrt 
uns der Augenschein, dass wir folgende drei Progressionen zu 
summiren haben: 








; 
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I. 2n+1-— 2p, 
2n+1—2p-+1(2n +35), 


nina ud: 
II. 2n+1—2p+p(2n+5)-+2, 
Ben (on 5) Oro 3), 


MILEY LLLMNent BY); 
III. 22+1—2p-+p (2n+3)+24+(n— 1)2r +3)+2, 
2n+1— 2p-+p(2n+3)+2+(n - Y)2r +3)+2-+1(2n +3), 


On ti 2Pp ty @a +3) 2 rm — 1.@n +3) +2 
+n—p—1)(2n +3). 
Führen wir die hier angedeuteten Summationen wirklich aus, 
so erhalten wir wiederum die Summe 


Z=(2n+1)(2n"+2n +1). 

Auf das Fortschreitungsgesetz der Zahlen in den Diagonal- 
reihen brauchen wir nicht weiter einzugehen, da dasselbe sehr 
einfach ist, und es ist somit der — keineswegs ganz leichte — 
Beweis für die Richtigkeit der indischen Methode als erbracht 
anzusehen. 

La Loubere schreibt den Indern auch ein Verfahren zur 
Konstruktion magischer Quadrate von gerader Zellenzahl zu, 
ohne dasselbe jedoch namhaft machen zu können‘). Er glaubt 
dasselbe errathen zu haben, und wir werden später darauf 
zurückkommen müssen. 

$.3. Mit völliger Bestimmtheit lassen sich die magischen 
QuadıAte zuerst bei den Arabern nachweisen. Freilich haben 
auch bei diesem Volk die eigentlichen Mathematiker sich nicht 
mit ihnen beschäftigt, und so darf es uns nicht wundern, dass 
die Historiker keine Notiz von ihnen nahmen; nur Hankel’) 
thut ihrer wenigstens Erwähnung. Die Anfertigung und Deutung 
solcher Figuren war nicht das Geschäft des wirklichen Mathe- 
matikers, sondern vielmehr das des Astrologen. Ibn Khal- 
doun giebt uns eine ausführliche Kunde von der „Talis- 


6) La Loubere, 8. 273. 7) Hankel, Zur Geschichte der Mathematik 
im Alterthum und Mittelalter, Leipzig 1874. S. 268, 
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manologie“ seiner Landsleute und beschreibt dabei auch ver- 
schiedene Amulette. Hiezu bemerkt der Uebersetzer°): ‚Ze moi 
si, „ouöfk‘, que je rends icı par amuleite, designe plus parti- 
culierement ces lableaux numeriques qui s’appellent carres magiques. 
Chacune des sept planeles avait son ouifk particulier. Le Chems 
el-Maaref d’El-Bouni fournit un grand nombre d’indications sur 
celte matiere et sur les procedes de la magie‘‘. Weitere Auf- 
schlüsse hierüber dürften sonach von den Fortschritten der 
arabischen Philologie zu erwarten sein; indessen besitzen wir 
auch sonst einige Angaben aus anderer Quelle, die freilich 
dem Mathematiker nicht Genüge leisten können. 

Die philosophische Sekte, welche im 10. Jahrhundert durch 
das ganze Kalifenreich sich verzweigte und von Dieterici’) 
in ihren eigenartigen Bestrebungen auf's Treffendste gekenn- 
zeichnet wurde — die Vereinigung ‘der ‚lauteren Brüder‘ — 
hat uns in den Schriften, welche sie ausdrücklich !0) für den 
propädeutisch - philosophischen Unterricht ihrer Mitglieder be- 
stimmt hatte, auch einige Bemerkungen über magische Quadrate 
überliefert. Wir wollen die betreffende Stelle nach Dieterici’s 
Uebersetzung hier mittheilen !'): 

„In der vorigen Abhandlung haben wir etwas ven den 
Eigenthümlichkeiten der Zahlen und in dieser etwas von den 
Eigenthümlichkeiten der Figuren angegeben; jetzt wollen wir 
etwas von den Eigenthümlichkeiten beider zusammen hervor- 
heben. Verbindet man einige Zahlen und einige mathematische 
Figuren mit einander, so gehen daraus andere Eigenthümlich- 
keiten hervor, die eine jede einzelne derselben allein nicht hat. 


BURTORED 1. Schreibt man neun Zahlen in dieser neun- 
9.5 1 fach geformten Gestalt, so kommt, wie man auch 
4 53 8 immer zähle, die Summe 15 heraus. \ 

EN Me 2. Schreibt man 16 in dieser Figur mit 
9 76 12 16 Fächern, so kommt, wie man auch immer 
9°°11. 107 #8 zähle, 34 heraus. | 
hr 16 


8) Notices et extraits des manuscrits de la bibliotheque imperiale et 
autres biblvotheques, Tome XX1., Paris MDCCCLXVII. 8.180. 9) Dieterici, 
Die Naturanschauung und Naturphilosophie der Araber im zehnten Jahr- 
hundert, Posen 1864. 10) Id. Die Propädeutik der Araber im zehnten 
Jahrhundert, Berlin 1865. S. III. 11) Ibid. S. 42 ff, 
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iA 12, 125 3. Dasselbe gilt von 25; schreibt man 
157 17 6, 195 8 zsiesin:i einer’ Form mit 25, Fächern, so 
10 24 13 2 16 kann man zählen, wie man will, die 
TEN IE) 2 Summe;:ist.65. 

Yi1472275:23,.5:5 


il 22 33 5 23 18 4. Schreibt man 36 in dieser Form, 
25 16 7 30 15 20 so ist die Summe, wie man auch 
DEE 36 AN 3 immer"zähle/!11T. 


Dei 2 33 24 5. Schreibt man 49 in dieser Form 
14 193 8 29 26 15 mit 49 Fächern, so ist die Summe, 
24 17 28 9 12 21 wie man immer zähle, 75. 


Dasselbe gilt von 64, in einer Figur mit 64 Fächern, wie 
man auch immer zähle, die Summe ergiebt stets 260. 

Ebenso verhält es sich mit 81; so in einer Figur mit 81 
Fächern niedergelegt, wie man auch immer zähle, die Summe 
ist stets 369.“ 

Es folgt dann noch’ im Original eine Besprechung von 
Schachzügen, auf welche wir in einer Note zurückkommen 
werden, sowie eine kurze Gebrauchsanweisung zu magisch- 
astrologischen Zwecken. 

Wie diese Quadrate hergestellt wurden, darüber befinden 
wir uns leider völlig im Dunkeln. Sehr wahrscheinlich aber 
ist es, dass bei dem regen Handels- und wissenschaftlichen 
‘ Verkehr Arabiens nach Ost und West die Kunde der Erfindung 
einerseits zu den Indern drang und dort vielleicht zu eigener 
Beschäftigung mit dem Gegenstande veranlasste, andererseits 
dagegen auch auf die christlichen Länder überging. Ein flagran- 
tes Beispiel der durch diese Uebertragung auf den Okzident 
ausgeübten Anregung werden wir sofort näher kennen lernen; 
aber auch noch viel später scheint man direkt aus der arabi- 
schen Quelle geschöpft zu haben. Wenigstens scheint diess aus 
einer gewissen 'Ihatsache hervorzugehen, die uns weiterhin 
(s. $. 9.) mancherlei zu denken geben wird. 

$. 4. Die arabische Erfindung, mathematisch interessant, 
aber durch ihren mystischen Beigeschmack auch sonst der 
Zeitrichtung entsprechend, fand bei dem nächsten Nachbar- 
volke, den Oströmern, zuerst Aufnahme und Fortbildung. Ja 
wir stehen nicht an, diejenige Leistung, welche auf diesem Ge- 
biete entstand und deren Studium wir uns jetzt wollen an- 


Günther, mathem.-histor, Untersuchungen, ei 
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gelegen sein lassen, für die bedeutendste zu erklären, welche 
überhaupt von einem Byzantiner ausging, und dass in rein 
wissenschaftlicher Beziehung der Name des betreffenden Autors 
die aller anderen spätrömischen Mathematiker — Psellus, 
Maximus Planudes, Pediasimus — bei weitem überragt. 
Lernen wir zuerst diese Persönlichkeit näher kennen. 

Gegen das Ende des siebzehnten Jahrhunderts fand De 
la Hire, seiner eigenen Angabe nach !?) wohl zufällig, ein 
kleines Manuskript auf der Pariser Bibliothek, welches den 
Traktat eines gewissen Manuel Moschopulus über magische 
Quadrate enthielt. Der französische Mathematiker, der sich 
um jene Zeit selbst ausgedehnten theoretischen Untersuchungen 
über diese Materie hingab, studirte die Handschrift und gab 
mehrfach einen kurzen Auszug aus derselben — seine Absicht, 
dieselbe zugleich mit einer Uebersetzung zu ediren, scheint er 
jedoch nicht realisirt zu haben*). Wann und von wem eigentlich 
das Original selbst herrührt, ist leider nicht völlig aufgeklärt. 

Die griechische Literaturgeschichte kennt zwei Gelehrte 
dieses Namens. In Pauli’s Lexikon'?) wird hierüber gesagt: 
„Es muss zwischen dem älteren Manuel Moschopulos aus 
Kreta (der unter Andronicus Palaeologus in der letzten 
Periode des vierzehnten, oder nach Titze unter Michael VII. 
Palaeologus, in der zweiten Periode des dreizehnten Jahr- 
hunderts lebte) und dem jüngeren, seinem Neffen (daher 4vepıog 
genannt), dem "Theologen unterschieden werden‘. Von den 
mathematischen Leistungen des einen oder anderen ist weder 
hier noch auch in Grässe’s Literaturgeschichte die Rede, und 
auch Titze hat bei seinen umfangreichen Forschungen über 
Moschopulos von dieser Seite seiner Thätigkeit absehen zu 
können geglaubt. Unentschieden wird die Autorschaft auch 
von der „Nowvelle Biographie‘ gelassen; dieselbe sagt 1%): „‚Zes 
ouvrages de Moschopulos sont nombreux, et traitent presque tous 
des sujeis grammaticaux. Un des Moschopulos est l’auteur d’un 





*) In manchen Büchern wird von dieser beabsichtigten Uebersetzung 
wie von einer wirklich vollendeten Thatsache gesprochen; wir haken die- 
selbe jedoch nirgends aufzufinden vermocht. 





12) De la Hire, 8.162. 13) Pauli, Real-Encyklopädie der klassischen 
Alterthumswissenschaft, 4. Band, Stuttgart 1846. S. 1503. 14) Nowvelle 
biographie generale depwis les temps les plus recules jusqu’a nos jours, 
Tome XXXVI, Paris 1861. 8. 711. 
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petit traite sur les Carres magiques ... Le mathematicien francais 
de la Hire traduissit ce petit traite en latin et le lut a T’academie 
des Sciences en 1691“. Dies beruht, wie die Randnote besagt, 
auf einem Irrthum, in jenem Jahrgang ist wohl von einer 
Uebersetzung die Rede, aber abgedruckt ist sie nicht. 

Alles in Allem wird man die Abhandlung des Moschopulos 
mit ziemlicher Richtigkeit in das vierzehute Jahrhundert ver- 
legen können; für eine späte Abfassungszeit spricht auch die 
bereits sehr korrumpirte Sprache. Wir theilen nunmehr den 
Text wörtlich mit, wie wir ihn einer Handschrift der Mün- 
chener Hof- und Staatsbibliothek entnehmen. Der Kodex, in 
welchem dieselbe sich findet, trägt die Bezeichnung Cod. Gr. 
Fol. 100 und enthält eine grosse Anzahl griechischer Schriften; 
als Abschreiber eines grossen Theiles derselben wird im Ein- 
gang Johann Murmureus aus Nauplia (fünfzehntes Jahr- 
hundert) genannt. . Dieselbe am Kopfe befindliche Einleitung 
nennt den Kodex ‚‚wvalde mutilus, probe conservatus et inscriptus“, 
und in der That ist das Aussehen des — durchaus auf Papier 
geschriebenen — Buches ein geradezu elegantes. Der Traktat 
des Moschopulos, oder, wie er hier heisst, Moschopulos, 
nimmt 6 Blätter, Fol. 238 — 243, ein; ausser ihm enthält die 
Kollektion noch verschiedene andere mathematische Arbeiten *). 
Die nachstehende Textwiedergabe kann natürlich eigentlich 
philologischen Ansprüchen nicht genügen, indem dazu vor 
Allem eine Vergleichung mit den anderen Handschriften er- 
forderlich wäre, indess wird sie als Basis für weitere Studien 
dienen können. Auf die wichtigsten der zahlreichen Abwei- 
chungen vom echt-hellenischen Sprachgebrauche ist hingewiesen 
worden, dagegen wurden gewisse andere immer wiederkehrende 
Eigenthümlichkeiten, wie z. B. eine souveräne Verachtung des 
Jota subscriptum, entsprechend beseitigt, beziehungsweise ver- 
bessert. 

8.5. Es folgt jetzt der Text selbst, wobei wir nur die 
darin ziemlich unpraktisch vertheilten Figuren deutlich an ihre 
Plätze stellten (s. d. beigeschlossenen Tafeln). 

: Tod Ayımrdrov xal Aoyımrarov xaT& UavovmA TOD W06X0- 
n1oAov raoddooıg Elg TV EÜOECLV TWV TETERYWVOV dOLdU@V !), 

*) Unter anderem findet sich eine Planudes-Handschrift vor, welche 
zu der bekannten Gerhardt’schen Ausgabe einige Varianten darbieten 
dürfte. 

13* 
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nv Enomoaro PLaodeig naoa TOoÖ vınoÄdov Guvovaiov doTa- 
P&odov?) aeıduntiov zul yenuErgov Tod Haßdd*). 

Tov agıdu@v ol usv?) eiol megıtrol ol Ö8 Kgrioı Hal Tov 
dotiwv nahıv ol ubv dotiaxıg gro ol uEyglg ov doduav 
uovadog &ig ioa ÖVo!) diaıgovusvor ol dE Gorıoı Egıtrol?) ol 
usv uEroı uovddog Eis loa Övo dıaıosiodheı Övvdusvor. mag O8 
doıduog Ep Euvrov noAdlaniaoınoteig®) nos TErEKYWVoV lO0- 
nAsvoovV ?) 0iov 6 roLdg Ep’ Eavrov‘) moAlanAncıanodeig More 
zov © xal Eoriv 6 © Terodywvog loonAsvgog). mAsvoR Ö8 
aVTOD 6 F mavrög yao TEroayBvov loonAevVoov nAEVga!) 6 moA- 
kandaoıdoug !!) Eavrov aoıduog al dmorsigoag auto‘ Eorı O8 
KvurN HEvTrWg Havrayodev loa zul Ev talg Ödıeuergoug iva O8 En 
ns avaygapnig (Fig. 1.) GapEoTE00V yErnraı TODToO Avaysyodpd@ 
teroaywavov LOOMAEVO0V. Hal TEOLYORPEEHWGEV MUTD TONOL 
EOLFU00 TETERPWVoV dLa yoruußv VUTWg' elite TIIEEIW UoVvag 
&p’ EZavro Erdorw tov Tonwv xal Eorı navıov ÖmAov Orı 
) usv 0VVdEoLS andoa!?) TovTwv Tav uovadav mEositaı Elg TOV 
I m 08 OVvdEDLS Eraoıng tov nAsvo@v eig ra!?) roia mavre- 
x0Vev lon xal Ev Taig ÖLawerooıg Kal TovVrov usv n aardAndıg 
sadie. Ei Ö& dvayoapein TETEKYyWMvoVv Kal TEOLYOKPDOLV aÜTo 
ToroL AOL PU0D TErgAKYEVoV, Eire un ted@oıv !!) Ev Tolg Tomoıg 
wovadzs !?), dAAu 7 wovag zul ol and uovadog Epesng EoLduol 
obxerı lon n nAEvoR yEvnostaı MavrayodEev Tav Epebis dgıdunv 
Epesng Hal Enl TOV TonWv tıdeusvov, el 6 Entndein DEoıg Nrıg 
Övvnosraı mv mAsvgav nmavroyodev lonv mov Aal Ev Taig 
dıauergoig 0Vv advvro 1?) dadvg 1‘) Evosdnoeraı' el ÖE wödıg 
Ep’ Evög TErEayW@vov Eos dein ovxerı Eorıv EAnig !”) zul Ep’ 
ETEOOV EÜOEFNOEEHRL" UEd0odn dE Tıg OÖmyovusvog Hadlav Ebeı 


= 


*) Von diesem Mathematiker berichtet Gerhardt'’), dass er eine 
später im Druck erschienene Schrift über das Fingerrechnen verfasst habe. 
Ausserdem bewahre die kaiserliche Bibliothek zu Paris von ihm ein arith- 
metisches Manuskript ‚Zpestola Nicolai Smyrnaei Rhabdae ad T’heodorum 
Tschabuchen Clazomenium‘, an dessen Schluss eine Beispielsammlung an- 
gehängt sei, betitelt: u&Fodog moAırınav Aoyagıacumv. Der ihm in un- 
serem Texte beigelegte Beiname ‚„«eraßaodng‘‘ wird auch bei Schöll1s) 
erwähnt. 

15) Gerhardt, Das Rechenbuch des Maximus Planudes nach den Hand- 
schriften der kaiserlichen Bibliothek zu Paris herausgegeben, Halle 1865. 
S. X. 16) Schöll, Histoire abregee de la litterature grecque, deutsch 
von Pinder, 3. Band, Bonn 1831. S$. 345. 
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x) 


> T [4 ’ 
tv todo Övvausınv Desıw Ep’ @ av Bovkoıro') rergapyavo' 


&orı O8 oby daan tig!) Eni Tovrw wEdodog, @AA’ Ent ubv @v 
ANO MEXLTTOV yEvouEv@v ETEOR xal EMI TOV And KgTidaıs doTiwv 
Ereoa xal Erı Eriga Emil Tov ano dotionsgirtov'?), megl @v vov 
nuiv mooxeıra eimelv‘ bei be NOOTEEOV negl tig mAsvoag elneiv 
ToV Ano uovddog doıdunv wEroı TOO Entovusvov TETERYOVoD, 
nv EVoloxousv olrwg‘ Ovvrdeausv?)) ToÜg ano uovddog doıd- 
uoVg uEXQL TOÖ Tergaywvov' era nv ano Tijg ovvPlocng 
rooornra wegikouev Emil ov noAkankaoıdkovra Euvrov EoLduoV 
“ol dmorsh£oavra avro xal ro Enıßahkov Erdorn uovddı aurod‘ 
tooro vouibouev eivaı ahEvgAV ov do woveidog dguduav WEXQL 
Tod Enrouusvov TETE«YWVoV‘ olov Eorw Orı emroöusv mv AEv- 
gav TOV AO worados doıduWdv weygt ov ©. GUVTLd ER EV odv 
ei uovadı Ta ß zul yevjoera Y' ira Tois TeLlol Ta Toia zul 
Muovegı 5: ira tois $ a 4 xal ‚pivovras I’ eire Toig Da E 
xal ylvovıaı ie xal ueyoı Tod © vÜrag' zul piveraı N ons 
Ta00 we taÜre weoigousv El To role 0UTOG Yyao Ep’ 2) ERV- 
tov odrog noAAanAaoıaodeig Enoinoe ov © xal enußahhsı EXAOTN 
uovadı TOV 7. 18. TaÜTa Eiol nAsvoal TWOV EXO UOVOov doLdUuDv 
ueyoı Tod © xal Eni Tav KAAwv Öuolas. "Tva un ExınoAd meo- 
XWgO00VTES TOO AXLdu0o0 xduvousv Ovvrdevreg ”?) Toüg do 
uoVov Loıduovg?*) Entioavres sVoouEv uEedodov iv’ EVoloxwuEv 
dadimg nV NOCOTNTE TNS OVVPEOENG TÜV And UOVov dOLdUuwV 
ueyoıg vb BovAdusdea, Nrıg Eysı olrwg‘ Kareyousv Töv doduov 
usyoıs 00 1 OVVdEoıg no0ywgEl Hal moAdaniacıdkouev avrov 
Ep’ Eavrov Kal mv yıvouevnv ano Tod noAkankaolov MOooTnT« 
dıcıgodusv eig ioa ÖVo' sira To Evi uegsı Gvvrideauev To Nuıov 
WEOOS TOD. oAAaTAROLKOPEVTOg Ep ERVTOV AOLPU00' Kal Ovu- 
Baivsı 28 Avayans Tyv NooornTe Tng 0VVPEOEDg TOD NulaEog 
uEgog ig dnd Tod noAAanAacınauod nooorytog xal Tod noAla- 
MARGLKORVTOg ERVTOV AOL duoO Eivaı TV aurnv rn Arno Tg OVV- 
VEGEDS TÜV AO novddog de IURDV wEygL Tod noAAenhusiaoavrog 
ERVTOV AQLIU0D ‚yevorro Ö& TOÜTO OapEgEgoVv Eni TOV WgL- 
SuEvov dgıdudv ovrog (Fig. 2.). Vroneiod9o nakıv 6 © wExgug ??) 
od Emenitaı ?) 7 Hoooıng is ovvPeoeng av do wovddog 
agLIUBV‘ Todrov oVv noAAaniaoıdkousv Ep’ Eavrov nal ylvsras 
0 za Ov ÖLaıgoüusv sig ioa ÖVo xal Enıßaiksı Erateoo To UEQEL 
A uovdösg rl nwsv”)' ah duaıgoüner tov O eig ioa Vo‘ 
TaVrTag Suvrideauev To Nulocı weget is ano tod noAkamkaclov 
rooorntTog Nuov?) Toig w al nulocı xal ylivovraı OU0Dd We. 


[ 
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nv ÖR Hal 7 moooıng TuS OVVYEOEWg av dd wovddog AgLdUGV 
usyoı Tod © WE‘ zavrd O8 ovußalvaı nal Eni Tov KAAOV dndv- 
TWV* TOVTWV VUTWG EYIVTW@V KRLE0S NON TEQl ng VEoEwg Eimeiv. 
coyn Od: nuiv Eora Odev 6 duıduög didwoı" didwoı dt TEW@ToV 
Tov And Tod Tola 0UTW ÖVvdusvov TErERYwmvVıoHNVaL ??)' regl 
0d Nulv xal noWrov eigmosreı‘ n Ö’Elonoouevn uEdodog Er 
todrov Emil navrag Todg Öuosıdeis dıaßmosreı‘ Eorı utv oVv 
Övvarov ysvsodaı HEoıv TO l00ov TavVrayodev Hvvausvnv moLeiv 
dia av ÖvVo xul Toiwv' Eotı Ö& “al dia TOV ToLWVv Hai 
E xal dıa u&v TÜV (Vo zul TOLWV 0VTWg‘ dvaysygauuevov TovV 
TONOV TOO TOWTWE VUTW ÖVVAUEVOV TETEAYWVLOHNVRL NULOV TOD 
© oürws. Tideruev?) nv uovade Emil TOÜ uEoov TonoV TaV 
TOLOV TÜV KATWTÄTO KARL METEODUEV ÖVO TONOVS iva TOÜToV ToV 
EYOVTE Tv Wovada Kal TOV ETEOOV ENTOÜUEV KRTOTEOOV TOVTOV 
za’) gidelav. Tov xarwreon yao dei dei Enreiv: Emel O8 
004 EÜolorousv Avarosyousv Eni Ta?) avararo nahm Kart 
EÜNELAV W@GTEO KAvanvaAodvreg *) TOUG TONOVG Hal WETOODWEV 
Exeivov ÖEVregov' era Tıdeauev re B Emi To wer’ Exeivov 
dsEın TOn@ nat’ eidelav iva Houev Ta Y. del yao Tov Ei 
a dskıa Ösi Emreiv: Enel OE 0%% EVoloxousv dvaxduntousv 
Ertl TR LOLOTEOR KAT’ EVHELAV‘ MANGOVUEVWV Yyag del TÜV TONWV 
end Tv doynv aUT@Vv Avaorgspev dei’ xal Tıdeauev ta 7”) 
ent To TeAevrain uEvV TOD ano ig Avarau)eng' roWta Ö& 
th Ent Ta Öefıd Kıvjosı mv Kıvovusvor avapxdodgnusv LE AEXNS 
TOUG TONOVG uErgEiv Xoro HUndov' Emei O8 EAdouev Enl rov 9 
tov bınAasıdoavre ErVTOV Kal noıNoavra Tov Teroaywvov [s. Note 
unter ©] tiv nAsvoav Twd © ovastı?!) wereodusv Övo Tonovg 
iva &ni to ÖEdıo ta I Yeinusv, dAAQ tosis ourwg iva Todrov 
Tov Eyovra T& Y ÖEUTEOOV TOV ARTWTEEW TOVTOV TOV ToiTov 
Entodusv KaTWTEon Hal Emei 004 EbELOXoUEV, AvaTgsyousv El 


b) ni u 67 
TOV AVWTATW KAT EUHERV Kal WETOOÜUEV TOVTOV TolTov xal 


tıyEausv EN’ AUTO TuVr@ ra A un magenxAlvovrss' eit« BOTEQ 
coynv Eneidev Aaußavovres uerooVusv mei dia tov B Hal 
’ \ ’ mn bl \ BERN n m \ \ > 
tideanwev ToV Epesng”) doıduov Emil to ÖEdio Kara nv elon- 
: ’ e) 7 ’ \ vw w 4 >36 R| ’ I ‚ 
uEvnv droAovdlav xal TOÖTO ToLo0dusv Door’) av nalıv Epıno- 


*) Es ist dies unseres Wissens das erste Auftreten des Begriffs und 
Ausdrucks „Herumzählung im Kreise“, wo ein solcher eigentlich gar 
nicht vorhanden ist; als „zyklische Aneinanderreihung“, ‚zyklische Ver- 
tauschung‘“ hat sich diese Redeweise bekanutlich in der neueren Mathe- 
matik eingebürgert, 


[3 
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usde dni vv nAsvoav Tod © Ent Tov 5 rov dimAdowov Tod 7* 
EL TOVTOV yao HaAıv Kpıyusvor?) wergvüuev ÖLE TÜV TELWV 
Hal TIdERuEVv TOV Epeing TovrovV Eni TO TolTo xal nagsnxAlvov- 
tes elta nakıv uErogodhev B xal rıdkauev Ei ro dekın" zul 
todro usv uexggk TEAovg MoLdusv‘ W6MEQE ÖE Evradda dia uEv 
TovV ÖVo uerooVusv Eni?) tTov KAAmv andvroav' dıa O8 av 
TOLEV OTE UOVOV WETANinTOoUEVv AnO nAEVORg EX’ Erigav mAsv- 
E«V 0VTW Kal EP’ Andvrav NoWÜuEVv TOV ÖUOEIHDV' WETEODWEV 
yag xara Tavınv nv axoAovdlav' dia utv tov B weyoı Tüg 
TÄEVORS TOV TONWOV TOD TOOKEIWEVOV TETOKYOVoV' dıa ÖE TWOV 
reıWv nahıv, Viva ueronsowuev Eni ToV Epeing Kal TOÜTO weroL 
TEAOVS AVEHVHAOVUEVOV HUl TOV TOTWOV DONEQ EVTRÜFR: ul 
anAog ndvrae Kara nv adınv axokovdiav ovußeive mAnv ng 
HEOEDg Tg uovddog' «urn??) yao 00x?) Ent Tav aurav del Tide- 
Tai, del EP ERAOTWO TErEAyavn wereAddtrei nv HEoıv Kal Ev uEv 
TO NOWTW TÜV UNO NEOLTTOV YiIvousvoav TETEAYHOVHv Tiderau Ei 
To WED TÜV Kurwrara Tonav' Ev Ök To PB Eni To uEoo zWv 
uovadı dvmtsow xal Eni TOO Toitov Eri TO UE0n Tov uovadı 
reAıv TOVTWV EVOTEED Hal anAdg Avıovrav TOV dgWdumv avioeı 
za adım Eni ToV Tonwv‘ ovußalva ÖE aurnv del Tidsoda En 
TO uovadı KATWTEID KaT’ EUHEIRAV TON@ TOO UEOKITATOV KEVTOV 
TOV TONWV TOV N OORELNEVOU ToVrov Teroapavov' ragsotı‘!) Ö& 
TEÜTE NEVTE Pay SUnEnon bouv Emi NS dvapgapüs (Fig. 3, 4, 5.) 
dia Ö& vov reLov Kal MEVTE OVT@g dveygeipouev TETOAYWVOV 
Y nal MEgLYE«POWEV KUTO TOÜG TONOVg TOÖ TETERPWVOV dOLIUOD: 
eita Tıdeausv mv uovada dei Eri TOD UEO0OV TÜV dVWTETO 
TON@V Hal METOODUEV Tonovg Toeis”), Iva Tov Eyovra nv 
uovade Kal (VO KRTWTEOD TOVTOV Epsäng nal Tıdeauev Eni TO 
deEıh Tod rolrov xar’ EudElav ra B* sira mahıv Eneidyev WETEOD- 
wev ToEIS TONoVS Öuolag Kal rideausv Eri to dsdın ra y' el 
Ö& un Eyouev Ent tov dedıav Tonwv!?) avaorospouev En Ta 
EOLOTEOR HUT’ EUNEIRV WONEO EN Tng MOOTEORg UEd0dov Kal 


*, Wir Deutsche würden bei Vergleichung der Figur sagen: wir 
zählen zwei Stellen ab, indem wir den Ausgangspunkt nicht mitzurechnen 
gewohnt sind. Ueber diese Eigenthümlichkeit der Griechen, welche auch 
bei sonstigen mathematischen Fragen wohl berücksichtigt werden muss, 
hat uns Nesselmann'”) genaue Auskunft gegegeben. Das gleiche gilt 
für das folgende r£vre. 





17) Nesselmann, Die Algebra der Griechen, Königsberg 1842. S. 125. 
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tideauev abırov Eri To teAevraim uEv TOnD® AdnO ig Ava- 
xaueog‘ nodta O8 71) Emil ra Ödefıa xıvjosı" xl ToüTo noL- 
odusv Zug &v 2Mwuev Emil nv mÄAsvonv Tod mOOKEIWEVoV 
TETORYWVOV' EM EHEIVNV YaQ Apıyuevoı WETOODUEV € TOMOVS, 
iva rov Eyovra mv nAEVERV Hal TEOOAOAG KOLTWOTEEM TOVTOV' 
eita TidEauev Eri TO NEUNTD Toro un magsnxAlvovres TOV 
&peiig doeduov®) ng mAsvoäg' eira ndhıv wergoöusv did 
TOV TOLWwV weygı ng mAsvoüg dvarvahodvreg TOVg TONTOVG 
DOrEE El TÜS MOOTEERg MEIO0OV' Kal TOÖTO weroı TEAOVg MOL- 
odusv‘ Eotı ÖE aürn N uEdodog Kara nAvra Öuola Th TOOTEOR, 
ainv OT Exei usv N uovag Ev ÜAAm zul Gl Tono Eridero, 
Evraüda 08 dei Em TOO UEGOV TOV dVOTETW TONWV, Kal OTL 
Exel ubv uergoöusv did ToV Övo xal toI@v, Evradda Ö& did 
TOV TOLWV Kal nEvrs‘ nAgEOTı ÖL TRÜTa 0XoNEIV Enl ig Ava- 
yoapns (Fig. 6, 7,8.). Kal alrar ubv al uedodoı Eni av dnod me- 
ELTTWOV TErERYaVOV' Emil O8 TOV ANO doTidxıg AOTIWV ETEQRL 
mahıv Evonvrar Övo Wv Erega ulv Eorıv odrwg (Fig. 9.) dvayod- 
POUEV TONOVS TOVTOV TETERYWVOV Era. TINERUEV Onusia 00T@g' 
Ertl WEV TOD NEOWTOV TOLOVTOV TETEAYWVOV Eri TOV Ev ralg dia- 
WETOOLS TOTOV U0Vov oVrwg' Erel O8 Or Enl Tav Epebng TEeroa- 
Yov@v TEW@ToV usv Ev taig dieweroos (Fig. 10, 11.) cite ai 
V0UTWG WETEOVUEV ANO TOO NOWTOV TÜV AVOTATO TOTWV TEOORORS 
Epeäng Tomovg Ent ta Öekıa iva TovV dgıLduoV Kal Tosig Er&oovg Aal 
tidEausv Eri TO TErEOTO**) Onusiov xal Eni to dedıo Tonw@ Epekig 
auToD Hal EÜHEL«V ETEEOV' EITE ENO TOVTOV WETEODUEV’TaALV TEO- 
0Rg0S TONOVG Kal EN TO TETEOTW TIdEruEv onuEov zul Exil To 
Ö8Eı@ Kar’ EUHEI«V" EUHVG wer’ avrod®) Ersgoı Kal TODTOV weyot 
Av EYXWELLN' TOOTO NOLO0DUEV xal Enl Tov KAAmv ToV nUrRAD Tav 
NÄEVODV TOD TETERYWVOV' Elta Kyousv Onusia And usv TOD TE- 
TEgTOV TOV dvoraro tonwv elrıg Emil a Ösbıa wergei, Aokag Emmi 
TOV TETROTOV TONOV TS dgıoteoäg*‘) mAsvoäg ei tıg En Ta ad 
uETgEL @g OVVvavrav 00TW Ta Onuei« al rolywmvov loonAsvoov?”) 
ToLElv ENL TS Yyoviag TOD TErERyW@Vov*) ano 08 Tod neuntov 
Tonov Ent Tov neuntov ing nAsvoäg ei dig nl Ta dvordıo ue- 
ToEl Hal nahm ano UV TOD Terdorov WS dd NEWTOV Tod 
neuntov Eni Ta dgL0TEQa*) Aosag‘ ano ÖE Tod neuntov El ro 


*) Dieser Ausdruck hat offenbar den Sinn: Sämmtliche in die Zellen 
provisorisch eingezeichnete Punkte (onuei«) müssen zu beiden Diagonalen 
des Quadrates symmetrisch angeordnet sein. 
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dsEın xal Toüro weg TEÄAovg TÜV Avatar Avınav TONWV' 
EITE OTOEPOUEV TO TETEOKYWVOV Xal MOWÜUEV TV KATWTETO 
HÄEVERV AVOTETD' zul Ayousv An avıng Ta onusia Öwolwsg, 
DS 60V mÄdgsotıv Eni vis Kdvayoapng*). were ÖE To HYeivau 
T& onueia 0VTOg HLEoXOuEde Toüg Epeiig dgıduoVg ano tig 
wovddog Kal TOUg TONOVS ÖuU0lWg TOD TOOKELUEVOV TETEKAYSVOU 
And TOO TEWTOV TÜV AVOTATO TOXWV Erl ta Hstıa nal Tideauev 
Evda usv Elol Ta ONuEl«‘ NTROEOYKUEHR TOVg TONOVG uEra TOV 
svußaıvovrav wvroig dowduoV xal TOOTO uEyoL TEAOVG TVLOÜUEV 
TOV TONWV TOD TETERYWVOV Tavrog‘ Era nahm Koyousdau AO 
ng uovadog xal d1eoxousda Tovg Epesng dgıduoüg') ai Toug 
TONOVS TOÖ TETORYWVOV KNTO TOÖ NEOWTOV TÜV AVOTETW TITWV 
ET TO AQLOTEER Hal TıYeanusv Evda uev-eloıv agLıdUuoL Hevoi 
zonoL ToÜg ovußaivovrag avrois doıduovVs. 2p’ ov ÖE Elow 
doduol TROATOEKOUEV aUToVg Werd TOv Gvußeıvovrov avroig 
LOLIUGDV' HR TOUTO TOLOÜUEV KVETOEXKOVTES WEYOL TOD TOWTOV 
ToVv dvardım TONW@v dp od xarıovres nofdusda: va oapE- 
GTEEOV TOVTO Yivnraı UETRYELALEWUEHR Ev?) TOV TOLOVTWV TETOLR- 
yovov (Fig. 12.) &orw Ö& TO noW@Tov To nv nAsvoav Eyov 
t& A°1), OnsE dvaypdpousv xal Tideausev Enl Tov &v taig 
ÖLaUETOOLg TOTWOV Ta ONUEl« 0VTWS' EiTE AoXdusda ano TOD 
TEWTOV TÜV dvarda Torwv al AO ng uovddog xal TiFeauev 
EÜNVG EN’ KÜTO TOVTW TO AOWTO TON nv uovdda, Emel Egiv 
Ev aUTO Onuslov‘ ToV ÖL VEVTEOOV TONOV TR0EOYOUEDE Emel 
00% Eysı Onusiov Kal nv Övada user’ avrod, Erei Ovußalvei 
KUTO xl TOV ToiTov Öuolmg TAROSEKOUEDE TINov Hal mv 
roıdda uer’ abrod' Em 68 Tod Teraprov tıdeauev a A Enel 
Eortiv Ev AUTO Onuslov‘ TOV TEunTov TAgEEFOUD« Hal GUV 
AUTO yv nevrada‘ En To Errw tideausv Ta S Hal Emil To 
Eßdoum Ta &: Töv OyÖdoov ?) nagspydusda nal ra OnTW?) xal 
tov Evvarov Öuolag zal ta ©‘ Eni Of To Öexdrw TIdeauev Ta 
"U nal En TO Evösxdtw Ta ia TV ÖWdERaTov TaQEEKOUEdIR Kal 
ta ıB: Ent To toi xal Öeraro rıdeauev TE iy‘ ToV TETagTOV 
zal ÖERaToV TAgEEKOUEdIR xal Ta ıJ Hal Tov nEuntov nal ÖERd- 


*) Die elfte Figur ist (vermuthlich wohl durch Verschuldung des 
Abschreibers) so korrumpirt, dass sich aus derselben der eigentliche Sinn 
der Konstruktion nicht mehr entnehmen lässt. Im Grunde genommen ist 
das Viereck gar kein magisches Quadrat, denn es enthält 16.17=272 Zellen; 
Jede Zeile enthält eine Zelle mehr als eine Kolonne. Auch andere Figuren 
sind durch falsche Zahlen verunstaltet, 
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rov’i) Kal Ta 1E° Eni ÖE TO Exro nal Öexaro Tıdeausv Ta Ig' 
cite AoYouE da aahıv do ng uovddog‘ noLoduev Of Koynv Tov 
TETE«YOVOV TOV NOWTOV TÜV HATWTÄTO TOARWV AVTOD‘ al 
WETOODUEV ERI TR GOLOTEOE' TRGEOYOUEHR ÖLE TODToV EUHÜG Errei 
Eotıv?) Ev UTD Aoıduog Hal wer’ aVTOd NV uovdda Emel 
ovußalva auro‘ Ent ÖE TO devreow tıdkausv ta B Emel odx 
Eotıv’t) Ev aurd doLduöog nal Eni TO TolTW Ta Y' ToV TETagTOV 
Ta0E04usde au Ta I" En To neunto?) tıdeausv Ta &* ToV 
ErxTov TARPEEKOUEHE Hal Ta 53’) zul Tov EBdouov Öuoiwg xal 
za & Emil To Öydow Tideauev Ta N Hal Eni TO Evvaro To 
©: zov deratov TaGEHYOUEHE Kal Ta ı Hal Tov Evöcxarov Öuolag 
xal a 10 Ent To Öwdexrdra Tideruev ta ıß" ToV Toitov zul 
dEXUTOV TRGEGKOUEdIR Xu Ta ıy' Eni TO TETEgTW nal Öendro 
tdeauev ta ıd1 vol En TO nEuno “al Öeraro Ta’) TE: ToV 
Ertov) Kal bExatov Ta0EEYOUEdE Kal Ta ı5 @g Enl tod dia- 
yoduuarog GapEOTaTa 6EKV NEQESTIV‘ Tavn ON aroAovdiae Kal 
Eerl toig ouoeidsoı‘!) yonoousde zul n uEv ula wedodos ldov 
eiontaı. — wEdodog Erga. “H 6’ Ereoan uEhodog Eysı tovde‘?) tov 
TEONOV' AVaoTgEpw@®?) TOVg TONOVE TOÖ NXEWTOV 0ÜTn Övva- 
uEvov Tergaywavıodnvaı [s. Note unter J] tod zAsvgav Eyov- 
tus re I xal nANOD abroüg TÜV dgduBv 0VTwg' ira KoWuaL 
TOVTO TO TETEAPOVO Enml Ta Epeäng OuosıdN Teroaywmva @g doXE- 
TUnW Hal Eixovı' mavra yag Ta Epebng Eis TOoOTo dimigeitei‘ 
aurixa TO werd Todro nv nAsvoav Eyeı Öınaaoiev ıng nAsVoRg 
tovrov‘ To 6° ano Öıniaolag mAEVORS Yıvdusvov del TO av 
teroanAdoıov piveraı TOO mavrog 00 tigt) nAsvoäg nv nAsvonv 
Eysı dımAaclav: ÖLaıgeituı 0VV TO Epeing Tovrov Eis TEGGaER 
Tooadra' TO Ö& uera Todro nakıv dındaolev uEv &ysı nv nAev- 
geV ig nAEVEAS TOVToV TETEANAÄROIRV ÖE TOO TOWTOV Kal yive- 
Ta TO nÄv ToVToV uEv TEToanÄdoıov TOD nEWToV ÖE od ig 
nAsvoüs nv nAsvoav Eye rerganiaoiav E59) nal benanidorov‘ 
dıaipeiteı odv. Todro E£lg dena 88°6) Tooadra‘ Ebgioxouev O8 
dadimg mooanAdoıov Eorı‘') TO TErE«YWVovV ano ng MAEVOAG' 
ororWusv yao noAAunkaoin Eoriv 7 nAEVER ig wAsvgüS Kell 
Acußovousv Tov Agıduov xad 0v mooandAaoia Tavıng Eoti xal 
noAAanArcıdkousv TOÖToVv Ep’ Euvrov xl Ö Yıvdusvog ARNO TOV 
noAhAanAroıdorvrog LOLNU0D ylvsraı Aoyog TOO TETERYOVOV 700g 
To TEerE«PWVoV‘ olov £orıv n nAsvoR tig nAsvoüg Terganiaole 
Aaußavo ra 1°) noAAanAacıdlov aüra Ep’ Eavra nal yiverau 1S° 
aropaivoucı IN To TErE«PWVoV TovV Ennaıdenanidorov Aoyov Eyeıv 





Kapitel IV. 203 


TOV TETrERYyWVoV xal Eni Twv KAAmv Öunolog. — "Hön dE Ent 
mv »Eoıv iveov Nrıg Eysı TovVdc‘?) ToV TE0NoV Avayodpouev 
uETa TO NEWTOV VUTW Tergaymvılouevov OmEE NON Extednte 
TONOVG ETEEOV TOVTOV’)) TergayWvov Aal HLaıgoÖusv aUToVUg 
de omusiovtvov”!) eis doa nowre dvvavraı dıaıgsdijvaı”) 
TEeTE«YWVa" Elta MANOBUEV TOVS NWLCEG TONOVE TÜV TETEAYO- 
vov Epeäng and Tod dvmrarm KoydusvoL 0OWVTES EG TO XEWTOV 
xal TIHEVTES TOUg AOLdUoUS nara nv Ev auto YeEoıv' site ano 
TOU HATOTETO KEYouEvo Avanoditouev uExgı TOD dvardıo 
nAmgODVTES TOVG Er£povg Nwlosıg TOmoVg Todg UroAsksıumEevovg 
EP” EHESOV TETERYWVoV' 6EWvregs naAıv ES TO TEOWTOV Hal 
TINEVTES TOUS agLdUoVg Kara NV Ev auro PEoıw' dvaysyodpdo 
In dıa nAslova Gapyvırv Ev TOL0VTOV TETELYWVov Aal bELydNTO 
Ev advro n Beoıs‘ Eorw bt Te uETe NOWTOV EÜNUG OmMEE Ava- 
yoapousv 0UTO xl ÖLaıgovusv dıa onuslav?’) eis 060 TOWT« 
Övvarcı Önigsdijvaı”!)‘ dimipsita ON Ev A xal nAmgoDuEV ToVg 
Nulosıg TONOVS 0UTWG' ANXO TOD AVWTETW dEYIUEDE Kal KnaTıoV- 
TES WEIOL TOO KaTWTdrn‘ Eita ARNO TOO KATWTÄTW AOYIWEVOL 
avanoölkousv Epesng OdEev narleusv ) uEyoı TOÖ dvardro 
nAmgoÜVTES ToVg VroAsisıuusvovg KUTE NV EV TO TOWOTW HEoıv 
Hal yYlivsraı:To NOV TENÄNEWUEVOV TOL0VToV tag nAsvoag lag 
Eyov NaVrayodEev zul Ei Tov GAAmv N avın dxoAovdia 
(Fig. 13. 14.). Toreov Ö& Otı Ev ravım m Heoeı’‘) Evda Av 
Adßoıg TEOGaEaS’") TOomovVg TeroayWvoLg mV NAEVORV ToM6Eg 
Tod NEWTOV TErERyW@VoV' OnEo En) Tg MooTegug 0V OUVVE- 
Bas 9Eoswg Hal dıcıgovusvoav eis loa Övo Tov nAEVoWv nv 
lonv NOoGOTnT« ERdTsoov wEgog Eye’ todo 08 ovußaive mAnv 
TOD NOWTOV Ev Anaoı xal KAAR Eysı yAapvoa nal dgeia ArEQ 
nondeioa'?) 00x Eiye pe. 


In dieser abrupten Weise schliesst unsere Vorlage; wir 
verweisen die kritischen Belege unter die Noten und gehen 
nun dazu über, die Regeln des Moschopulos mathematisch 
zu diskutiren und zu begründen. 


8.6. Wenn wir die Quadrate ungerader Zellenzahl zuerst 
ins Auge fassen, so erkennen wir zwei wesentlich verschiedene 
Regeln, die jedoch in einem Hauptpunkte einen gemeinschaft- 
lichen Charakter tragen. Das Prinzip des zyklischen Anschlusses 
der einzelnen scheinbar getrennt liegenden Zellen ist nämlich 
mit grosser Konsequenz durchgeführt, und man findet hier bereits 
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Spuren einer verallgemeinernden Auffassung, welche wir früher'®) 
der allerneuesten Zeit vindiziren zu müssen glaubten; ja im 
Grunde genommen ist diese Erweiterung bei Moschopulos 
eine ganz vollkommene. Denn wir dürfen sagen: 


Um ein magisches Quadrat im Sinne des Moschopulos zu 
erhalten, theile man eine Kugel (oder eine andere durch Defor- 
mation in jene: überzuführende Fläche) durch zwei Schaaren von 
m Meridianen und Parallelkreisen in m? Zellen ein, denn nur so 
ist die Forderung zu erreichen, dass jede einzelne Zelle ringsum 
von anderen umgeben ist. 

Gestützt auf diese dem.Sinne nach vollständig mit der 
Vorlage übereinstimmende Formulirung des Begriffes ‚„magisches 
Quadrat‘‘ können wir jetzt die erste Regel des Byzantiners 
so aussprechen: 

Soll eine magische Kugel von (2n + 1)? Zellen gebildet werden, 
so selze man die 1 in eine willkürliche Zelle — in Wirklichkeit 
wird, um die Analogie durchführen zu können, diese Zelle durch 
die Indices (n +1) und (n +2) bestimmt sein — und selze 
weiterhin die Zahlen in ihrer natürlichen Reihenfolge in diagonaler 
Richtung in die leeren Plätze, kommt man hiebei zu einer bereits 
ausgefüllten Zelle, so gehe man zwei Stellen in der Richtung eines 
Meridianes hinauf resp. herab. 

Den Beweis für die Richtigkeit dieser Vorschrift anzu- 
treten, haben wir nicht nöthig, denn man erkennt sofort, dass 
diese Methode durchaus identisch ist mit der Terrassenmethode, 
welche wir später bei Bachet de Me&ziriac und Anderen 
finden werden und deren Diskussion wir bereits früher!”) ge- 
geben haben. Freilich müssen wir zugestehen, dass wir in 
jener Abhandlung den wahren Charakter der Moschopul’- 
schen Methode nicht richtig erfasst und dargestellt haben; wir 
hatten zu jener Zeit noch nicht Einsicht vom Original ge- 
nommen und uns auf die keineswegs konzinne Schilderung 
Mollweide’s?) verlassen. 


Das zweite Verfahren, welches unser Kodex lehrt, ist 
dieses: 


18) Günther, Rezension zu einer Schrift von v. Pessl, Zeitschr. f. Math. 
u. Phys., 20. Jahrg. hist.-liter. Abtheil. 8. 17. 19) Id., Beweis eines 
Fundamentalsatzes von den magischen Quadraten, Arch. d. Math, u. Phys. 
57. Theil, S. 285 ff. 20) Mollweide, De quadratis ete. 8. 41 fi. 


ee 
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Man trage die 1 in eine beliebige Zelle — auf dem Papier in 
die Zellel, n-+-1 — ein und besetze nun die weiteren Plätze so, 
dass je zwei aufeinanderfolgende Zahlen (in der Sprache des 
Schachspiels ausgedrückt) um einen Springerzug abstehen. Kommt 
man dabei — was stets bei der Zahl p(2n-+-1) stattfindet — an 
ein schon beselztes Feld, so gehe man um 4 Zellen in der Richtung 
des Meridians fort. 

Dass diess sich wirklich so verhalte, ist für die Kolonnen 
und Zeilen leicht, für die Diagonalen dagegen nur schwer zu 
erweisen. Betrachten wir diejenige Kolonne, in welcher die 
Zahl p(> 1, <2n-+ 1) vorkommt, so haben wir zuerst zu 
summiren die arithmetische Reihe 


p 
p+1@2n-+2) 
p+2(2n-+ 2) 


p+@n—p+Den+2), 
dann aber noch die weitere 
BR 9A) 2) Tl 
p+@Rn—p+ Den +N+1+1(2n+2) 
Ban ep 2y2re 2) 1-2 (2-2) 


2p+@r—-p+2)@r +23) +1+(P —3)(2n +2), 


und die Ausführung dieser beiden Summationen ergiebt wieder 
den Werth 


3=(2n + 1)(2n’+2n-+1). 
Bei derjenigen Zeile, in welcher p vorkommt, ist die 
erste arithmetische Reihe diese: 
p 
p-+ 1.2n 
pt 2.2n 


?+(pP— 1)2n, 


die zweite 
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p+P—-ND2n+4An +1 
p+(p— D2n+4n+1-+1.2n 
p+(p— D2n+4n-+-1-+ 2.2n 


p+(p — D2n +4An +1-+ (2n — p)2n, 


die Summe also wieder 
Z=(2n+1)(2n’+2n-+]). 


Was nun die Berechnung der Diagonalensummen so höchst 
komplizirt macht, ist weniger der Umstand, dass in jeder 
Diagonale vier arithmetische Progressionen auftreten, als viel- 
mehr der, dass das Gesetz, nach welchem dieselben aufeinander 
folgen, ein minder einfaches ist als in den vorher betrachteten 
Fällen. 


Ist nämlich, wie diess aus der Regel hervorgeht, (n +1) 
die in der untersten Ecke rechts befindliche Zahl, so schreiten 
die der von hier ausgehenden Diagonalreihe angehörigen Zahlen 
in einer arithmetischen Reihe erster Ordnung fort, deren kon- 
stante Differenz den Werth 2(n — 1) hat. An einer bestimmten 
Stelle nun bricht diese Progression ab, und es tritt an ihre 
Stelle eine neue, deren Anfangsglied um (4n — 1) grösser ist 
als das Endglied der vorangegangenen. Die Differenz der 
neuen Progression ist identisch mit der der ersten, und der 
hier beschriebene Vorgang wiederholt sich nun noch zweimal, 
wobei zu bemerken, dass die beiden in der Mitte befindlichen 
Reihen gleichviel Glieder aufweisen. Sobald man also weiss, 
aus wievielen Gliedern die erste der vier Progressionen besteht, 
kann man sofort die entstehende Summe berechnen. Es lehrt 
nun die direkte Betrachtung der Figur, dass diese Anzahl 
gruppenweise fortschreitet. Das Gesetz kann so ausgesprochen 
werden: 

Theilt man die Zahlen (n + 1), von n=O angefangen, in 
Tripel (Gruppen von je dreien) ab, so hal für jeden Tripel die 
erste Reihe gleichviel Glieder; da sie aber für den ersten Tripel 
nur ein einziges Glied besitzt, so gehören dem sten s Glieder zu. 
Jede der mittleren Reihen ist, für die Zahl der Zellen =2n-+]1, 
aus x Gliedern zusammengesetzt; zur Bestimmung dieses x. dient 
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die Wahrnehmung, dass die letzte Progression für den sten Tripel 
aus (s — 1) Gliedern besteht. 

Hierauf gründet sich die Berechnung von x folgender- 
massen. Verstehen wir unter g eine willkürliche ganze Zahl, 
so gehören dem Vorstehenden zufolge die drei Zahlen 31, 
39 — 1, 39 — 2 dem nämlichen Tripel an. Ist also bezüglich 
X, &, %, die Anzahl der Glieder in den mittleren Progressionen, 
so müssen die Gleichungen bestehen: 


g+- 22, +9 —- 1=2n+1l=6—1, 
+2, tg —-l1=2n+1=64—35, 
q+2%, +7 —-1=2n+1l=6g —5. 

Löst man diese Gleichungen auf, so erkennt man die 
Wahrheit des Satzes: 

Je nachdem die Zahl (n + 1) von einer der drei Formen 
39, 39 — 1, 539 — 2 ist, besteht jede der mittleren Reihen be- 
züglich aus 

29,24 —1, 24 —2 
Gliedern, während in jedem dieser drei Fälle die beiden äusseren 
Reihen resp. qg und (g — 1) Glieder zählen. 

Hiermit sind denn alle Daten zur Ausrechnung gegeben, 
und es erhellt, dass dieselbe eigentlich, den drei unterschie- 
denen Fällen entsprechend, eine dreifache sein müsste. Wir 
wollen uns jedoch auf die erste Annahme, n + 1=3g, be- 
schränken. 

Alsdann ist die Summe so zu bilden: 

I. 34 
34-- 1(69 —4) 
39 + 2(69 — 4) 


Dale (air 1,6974); 
I. 35: +@-D6eg —- 129 —5 | 
ee (69 A190 51 1(60 4) 
ee EA) 127 = 5,,2(69.-54) 


39, + 16a — N + 129-5420 164 - 9); 
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IL.39g + W1)6 4) 129-5 + 2 I 
39+@ 169 -4)+129—5+(20— 1)(69—4) +129 5 
09 A) 
89-(@—-1)(69g —4) 1295427 — 1)(60 A ee 
| +2(69—4) 


3940-1769 4129 51-09 1)(60- A ame 
+(@9—1)(69—4); 
IV. 39 (@—1)(69 -4)+129 54-27 — Di60 A a 
I 

39+(—1)(69—4)+129—5+(29 116g —N+124—5 
DIE 3 ET 5 

89+(@—1)(69g—4)+129—5+(29—1)(6g—4)+129—5 
201) (60 A) 120 5 216077 


39+4—1)69—9+129—5+@9—1)(6g—4)+124—5 
+29 —1)(6g—)+129—54+(g—2)(69—4). 
Diese Summe hat den Werth 
= 1089? — 309° = 124 —1, 
n-+1 


oder, da, wie wir voraussetzten, = ee 





3=4n’+6n"+4An +l=(2n +) 2n?+2n +1). 


In ähnlicher Weise kann nun auch die Verifikation für die 
andere Diagonale durchgeführt werden. Wir glauben hoffen 
zu dürfen, dass die hier angestellten Untersuchungen auch 
vom allgemein -zahlentheoretischen Standpunkte aus Interesse 
beanspruchen können. 
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50 112 38.110 26.98 1 86 158 74 146 62 134 

30.80.2165 7,63321532: 56. 141:, 44. 129. .32,117.5.20 ,,92 
Eos ImEL BE 14..:99.,, 2,87 7159. 79 %1470.,63 
93779 58176677569,154. 57142 45 .180- 33° 105. 21 
DIsse224e2T 312,15, 100: 7787 1881160 3776 148 
22 94 10 82 167 70 155 58 145 46 118 34 106 
EIER 515 100407125 .281130571671017.04& 7 8971617 977 
Beet 85 168 TIL 1561,59 71317,47,119,35 
DEE 53 1387 41 126... 29 114 177102 " 5,.90162 
36 108 24 9% 12 84 169 72 144 60 132. 48 120 
Bern 15125471307 4271277280 115. 1871037) 6 91 
71092579 157.85 157.75 145 61.183,49 
19 164 67 152. 55 140 43 128 31 116 19 104 7 


Durch Betrachtung eines speziellen Falles, z. B. des in 
vorstehendem Schema dargestellten, kann man leicht auch noch 
die Existenz gewisser anderer Beziehungen herausfinden. Da 
es deren viele giebt, und die Art und Weise, in welcher man 
sich der empirisch gewonnenen Thatsachen mathematisch zu 
versichern vermag, im wesentlichen nicht von den bereits vor- 
seführten Mustern abweicht, so begnügen wir uns, zwei der- 
selben einfach anzuführen; die erste Eigenschaft wurde bereits 
von Mollweide?!) bemerkt. 

I. Addirt man in einem nach der zweiten Regel des Mo- 
schopulos konstruirten Quadrate von (2n + 1)? Zellen zwei auf 
verschiedenen Seiten einer Diagonalreihe parallel laufende Zahlen- 
serien von zusammen (2n +1) Termen, so resultirt wieder die 
Summe (2n + 1)(2n? +2n +1). 

II. Lässt man diejenigen Züge, bei welchen ein Aufsleigen 
um vier Felder verlangt wird, ebenfalls als Springerzüge gelten, 
so kann man sagen: Die zweite Regel des Moschopulos besetzt die 
Felder durch die einzelnen Züge eines Rösselsprunges und zwar 
ist derselbe geschlossen, d. h. das Endfeld steht vom Anfangsfeld 
um einen einzigen Springerzug ab. 

S. 7. Während der erste Abschnitt des griechischen 
Traktates die Konstruktion magischer Quadrate von ungerader 
Zellenzahl lehrt, beschränkt sich der zweite Theil auf Zahlen, 
die durch 4 ohne Rest theilbar sind, denn diess ist die Be- 
deutung des Wortes doriaxıg &orıos”). Wahrscheinlich folgte 


21) Id., Math. Wörterbuch, S. 21. 22) Nesselmann, 8. 158. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, 14 
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ursprünglich noch ein Kapitel, welches sich mit beliebigen _ 


ganzen Zahlen, den „doıduol deriaxıg wegırroi“, beschäftigte, 
indess ist dasselbe in der uns vorliegenden Kopie verloren ge- 
sangen, und so müssen wir uns denn mit der Besprechung 
dieses speziellen Falles begnügen. 

Zur besseren Versinnlichung bedienen wir uns des bei- 
gefügten nach Moschopulos’ erster Vorschrift angefertigten 
GQuadrates von 144 Zellen: 


1.143.142. 4..5.139°138° 8 02°9. 155 ia 
132, 14 15. 199. 1287 18,19, 155. 104 DD Tora 
120 ..26.,2272. 117.116, 30.031. 113. 112,0 Sa 
37.117.116 40... AL, 103. 102, 44. Tan 20 Se 
49.95. 94-52. 53.91. 90° bb Di Brenn 
84 62 7 637781 380°°66 67. 77 RT ET 
72:2 74%: 75 9769 1168) 78 27922265 oA Bon Sy 
Bayuarureubııe 3 51 50% 
97 47 46 100 101 43 42 104 105 39 38 108 
36110: 111° 33 °32.2114°115..29 SB 18 mel 
24.1122 193: 21 "20 1262127 170164150 a 
133 >11: 210 136117 7 7.671407 141 BES oe 


Hier haben wir, was die mathematischen Schwierigkeiten 
anbelangt, gerade den umgekehrten Fall wie bei den Qua- 
draten ungerader Zellenzahl: Für die Diagonalen erhellt die 
Sache sofort, auch für die Zeilen ist der Beweis leicht zu 
leisten, am komplizirtesten — wenn auch lange nicht in dem 
Masse, wie damals — gestaltet sich die Beweisführung für 
die Kolonnen. 

Ist 16° die Anzahl der Zellen, so bleibt für jede einzelne 
Reihe der Werth 
oe aucen 


= 2.4m 


— 32m? 4 2m. 


Dann hat man für die beiden Diagonalreihen folgende 
Summe zu bilden: 


1 4m 

1+1(4m +1) 4m + 1(4m — 1) 
1+2(4m +1) 4m + 2(4m — 1) 

1-+ (dm — 1)(Am +1); Am + (dm + 1)4m— 1), 
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und in beiden Fällen folgt 
3 —= 832m? + 2m. 

Wenden wir uns jetzt zu den Horizontalreihen. Wollten 
wir hier ganz streng verfahren, so müssten wir vier Einzelfälle 
unterscheiden; da aber der Gang der gleiche bleibt, so be- 
scheiden wir uns mit erschöpfender Diskussion eines einzelnen 
derselben. Wir beschränken uns auf die obere Hälfte des 
Quadrates und fassen diejenige Zeile ins Auge, in welcher die 
Zahl (4mg + 1) vorkommt, unter qg eine beliebige positive 
Zahl < 2m verstanden. Dann kann man, wie sich unmittel- 
bar aus der Konstruktion selbst ergiebt, die Hälfte der dieser 
Zeile angehörigen Zahlen in zwei arithmetische Progressionen 
zerlegen; es ist nämlich, wenn 2%” diese Summe bezeichnet, 

2—= Amg-+1 
+4mg+1-+3 
+ Amg +1-+4 
+4Amg +1 +7 
Amos 


+4mg +1+22m — 1) —3 

+4mg +1+22m — 1) — 2 
—=8m’g+2m +37. +2(2m—1)—3-+4-+8-+--+2(2m—1)—2. 
Es sind sonach 2m Zahlen von der Summe &” in der Zeile 


übrig. Durch eine einfache Abzählung ergiebt sich uns die 
Relation 


Z’— (4m — g)dm-+2 
a Am 1 
+ (dm — q)dm +2 +4 
+ (4m — q)dm +2 +5 


+ (Am — dm +2 ++ 22m —1)— 2 
+ (dm — gydm +2 +22 m — 1) —1, 
—= 52m? — 8Sm?qg 4m +4+5-+:--.+2@2m— 1) —2 
+1+5-+:..:.+22m—1)—|1. 
Bei der Addition heben sich sofort die g enthaltenden Glieder 
14* 
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auf, und man bekommt 
2° + 2” = 52m? + 2m. 


Ganz analog wird man schliesslich auch den Kolonnen gegen- 
über sich verhalten, so dass ein ausführlicheres Behandeln 
derselben nichts Neues liefern würde. Bemerken wollen wir 
noch, dass Mollweide??) auch diess Verfahren anführt und 
kommentirt; jedoch nennt er weder Moschopulos als Urheber, 
noch auch giebt er einen eigentlichen Beweis. Man kann über- 
haupt leicht die Wahrnehmung machen, dass die wenigen neueren 
Mathematiker, welche sich mit magischen Quadraten beschäftigt 
haben, lieber selbst neue und elegante Methoden zu erfinden, 
als sich in das eigentliche Wesen jener älteren empirischen 
Regeln zu versenken geneigt waren, und in der That mag 
diess oft nicht weniger schwierig sein als die eigene schöpfe- 
rische Thätigkeit, ohne doch anscheinend gleichmässig die 
Mühe zu lohnen. 


Nun noch ein kurzes Schlusswort über die zweite Methode 
des Moschopulos zur Bildung gerad-gerader Quadrate. Die 
Grundzüge derselben sind diese. Man schreibe zuerst wieder, 
nur nach einer etwas abweichenden Regel, die 8 ersten Zahlen 
in 8 bestimmte Felder des 16zelligen Quadrates ein. Gälte 
es dann blos, dieses Quadrat selbst fertig herzustellen, so hätte 
man einfach die leergebliebenen Plätze durch „‚avaorgepswv“, 
d. h. durch eine der früher beschriebenen ähnliche Operation 
zu füllen. Ist aber allgemein das Quadrat (4m)’zellig, so zer- 
lege man es in einzelne unmittelbar an einander grenzende 
Elementarquadrate von 16 Zellen und behandle jedes einzelne 
derselben in der angegebenen Weise, so zwar, dass in die 
oberste Zelle links, wenn die höchste ins vorangehende Quadrat 
eingeschriebene Zahl 7 war, nunmehr die Zahl (+ 1) gehört. 
Hat man so 8? Zellen des grossen Quadrates durchlaufen, 
so kehrt man das Quadrat um, d. h. man macht das rechts 
unten befindliche Elementarquadrat zum Ausgang einer Opera- 
tion, welche, im entgegengesetzten Sinne durchgeführt, die 
noch übrigen 8m? Zellen vornimmt. Die Methode ist elegant, 
steht aber an Uebersichtlichkeit der zuerst gegebenen nach. 

Nachdem wir im Vorstehenden der Schrift des Moscho- 





23) Mollweide, Wörterbuch, 8. 22. 
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pulos sowohl in formeller wie mathematischer Beziehung die 
Würdigung haben angedeihen lassen, welche sie mit Recht 
fordern kann, verlassen wir das Mittelalter und wenden uns 
der neueren Zeit zu. 

$. 8. Mehrere Jahrhunderte hindurch fehlen jetzt die 
magischen Quadrate vollständig in der Literatur. Gleichwohl 
dürfen wir nicht annehmen, man habe in jener Periode gar 
keine Kenntniss von ihnen gehabt, nur trat eben der rein 
wissenschaftliche Charakter völlig gegen die mystische Spielerei 
zurück. Dergleichen lag im Zeitgeschmack begründet, und 
wir haben ja bereits in $. 3. gesehen, wie die Araber die Lehre 
von den magischen Quadraten als integrirenden Bestandtheil 
ihrer Dämonologie betrachteten, ja wir können das ganze 
Mittelalter hindurch das Zauberquadrat -— das ja noch heute 
durch seinen Namen an eine dunkle Vorzeit mahnt — als das 
arithmetische Seitenstück des Sternpolygons wenigstens ver- 
muthen. Fehlt es auch an direkten Belegen, so legen uns 
doch andere Erscheinungen, welchen wir begegnen, diese Auf- 
fassung nahe. Dass die Kabbalistik den magischen Quadraten 
Werth beimass, ist sicher, und wir werden dafür später die 
Beweise beibringen; ein Seitenstück zu ihnen bilden die 
Abacadabra-Regeln, deren Wesen eben auch darin bestand, 
dass durch alle möglichen Buchstabenkombinationen stets das 
nämliche Wort erhalten wird. „Der von dem basilidischen 
Arzte Sammonicus gegebenen Gebrauchsanweisung zufolge,“ 
sagt Jahn?!), „soll dieses Wort so geschrieben werden, dass 
das Dreieck 

Be Ola ADDEN U 
a a DIE 
DRRRIBES an NcH 0 nA 
UNEDNTER ARE DIN AREN 
LET EN SCH LTE 1} 


dt 


24) Jahn, Wörterbuch der angewandten Mathematik, 1. Band, Leipzig 
1845. 8, 9. 
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entstehe. Auf diese Weise kommt immer das Wort A. heraus, 
man mag nun, von 4 anfangend und mit dem letzten Buch- 
staben der ersten Zeile schliessend, beim Lesen in eine Zeile 
überspringen, in welche man will“. 

Direkt an dieses Wort erinnert das erste, allerdings noch 
sehr unvollständige magische Quadrat, welches wir historisch 
nachzuweisen im Stande sind. Dasselbe findet sich in einem 
alten italienischen Rechenbuche?) und ist, wie die Abbil- 
dung (Figur 15.) zeigt, in mehr als einer Hinsicht mangel- 
haft. Es hat 49 Zellen und doch nur 7 verschiedene Elemente, 
so dass also jedes derselben 7mal in einer eigenthümlichen 
Anordnung*) vorkommen muss. Eine andere Unvollkommen- 
heit liegt darin, dass unter diesen Umständen zwar die Zeilen 
und Kolonnen sowie die eine der beiden Diagonalen die ver- 
langte Summe 47 liefern, die andere Diagonale dagegen blos 28. 
Öftenbar wusste der wälsche Rechenmeister nichts von den 
vollkommeneren Methoden, die schon mindestens 100 Jahre 
fr ns aufgefunden waren **). 

$S. 9. Die soeben bei einem Italiener nachgewiesene Un- 
Be unisschaft mit den Leistungen des Moschopulos wird 
uns um so mehr überraschen, wenn wir bei einem Deutschen, 
und noch dazu bei einem nicht eigentlich der Gelehrtenzunft 
angehörigen Manne, die entgegengesetzte Erfahrung machen. 
Die nunmehr zu beleuchtende Erscheinung ist von hohem 
mathematisch -historischem Interesse, und fast unbegreiflich 
muss es erscheinen, dass gerade von dieser Seite her noch gar 
nicht auf dieselbe hingewiesen wurde: 


*) Der Charakter dieser Anordnung lässt sich am bequemsten über- 
sehen, wenn wir uns vorstellen, die in das Quadrat eingetragenen Zahlen 
repräsentirten eine Determinante. Dieselbe würde dann in diejenige Klasse 
gehören, welche wir bei einer anderen Gelegenheit ?*) als „doppelt-ortho- 
symmetrisch‘ bezeichnet haben. 


**) Man beachte die im Giebelfelde stehenden Worte: Suma per „ca- 
daura“ faza fara. 47. Dieselben begründen unseren Ausspruch von vorhin. 


25) Libro de abaco che insegnia a fare ogni raxone marcadanlib & 
apertegare le terre con larte di la geometria d altre nmobilissime raxone 
straordinarie co la tarifa come raspondeno li pexi d monete de molte terre 
del mondo con la inclta citta de Veietia. Impresso in Venetia de lanno 
MDXV nel mese di febraro. Bl. 17. 26) Günther, Lehrbuch der Deter- 
minantentheorie, Erlangen 1875. S. 93, 
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Das erste vollkommene magische Quadrat, welchem wir im 
Abendlande begegnen, ist das des Albrecht Dürer, 

Schon Tausende haben den berühmten Holzschnitt des 
grossen Künstlers, welcher die „Melancholie“, d. h. eigentlich 
den allegorisch aufgefassten Geist unbefriedigten Sinnens und 
Grübelns darstellt, und dabei auch wohl die Attribute be- 
trachtet, welche der Figur in reicher Auswahl zur Seite gestellt 
sind. Unter diesen Attributen befindet sich nun auch ein 
magisches Quadrat, und da nach Nagler’s?) Angabe das 
Bild im Jahre 1514 entstand, so ist dasselbe gewiss das erste, 
welches zur Zeit nachgewiesen werden kann. 

Dass zahlreiche kunsthistorische Schriften, welche von 
Dürer handeln, einer solchen ‚Nebensache‘ gar keine Er- 
wähnung thun, darf nicht auffallen; um so höher aber sind 
die Ausnahmen von dieser Regel zu achten. In diese letztere 
Kategorie gehören zumal die Schriften von Heller und v. Eye. 
Ersterer?®) sagt därüber: ‚Auch werden jene Wissenschaften 
sinnbildlich dargestellt, in welchen man nur durch vieles Nach- 
denken einen Grad der Vollkommenheit erhalten kann. So 
ist über ihrem“ — der Melancholie — ‚linken Flügel das von 
mehreren Gelehrten, z. B. von Uornelius Agrippa, Theo- 
phrastus Paracelsus Bombastus v. Hohenheim etc. 
beschriebene magische Quadrat. Man mag nämlich diese Zahlen 
zusammennehmen, wie man will, so kommt 34 heraus‘, Die 
andere Quelle bemerkt?’): „Eine Leiter, die an der Mauer 
lehnt, deutet die Richtung des Gedankens nach oben an. Ueber 
dem Genius hängt die Wage, in welcher die Gegensätze ins 
Gleichgewicht gesetzt werden. Daneben ist die Sanduhr und 
eine Tafel mit dem wunderbaren Zahlenquadrate befestigt, 
dessen einzelne Ziffern, von allen Seiten zusammengerechnet, 
immer dieselbe Summe ergeben‘. 

Betrachten wir nun das — I16zellige — Quadrat selbst 
(Figur 16.), so erkennen wir, dass es in seiner Bildung 
eine grosse Aehnlichkeit mit dem Figur 12. dargestellten 
“ aufweist, ohne doch mit ihm völlig identisch zu sein. Der 
besseren Uebersicht halber stellen wir beide (Juadrate hier 


27) Nagler, Albrecht Dürer und seine Kunst, München 1837. S. 105. 
28) Heller, Das Leben und das Wirken Albrecht Dürer’s, 2. Band, Leipzig 
1831. 8. 471. 29) v. Eye, Leben und Wirken Albrecht Dürer’s, Nörd- 
lingen 1860. 8, 353, | 
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einander 'gegenüber, indem wir diejenigen Ziffern, bezüglich 
deren in der Stellung eine Verschiedenheit obwaltet, durch 
stärkeren Druck hervorheben. | 


Dürer: Moschopulos: 
11415 4 15 14 4 
EN ANDTRO 12,7 
84115710245 a a N li 5 
BEER IWERY ke er ii: 


Die unmittelbare Beschauung lässt erkennen, dass Dürer’s 
Viereck nach der Regel des Griechen gefertigt ist, dass man 
aber bereits zu jener Zeit kleine symmetrische Vertauschungen 
gewisser Zahlenreihen anzubringen verstand. Oder wollte man 
diese Kenntniss von den Eigenschaften der magischen Quadrate, 
mit Ueberspringung des Moschopulos, direkt auf arabischen 
Ursprung zurückführen? Wir wagen es nicht, diese Frage zu 
entscheiden; jedenfalls steht fest, dass beim Beginne des sech- 
zehnten Jahrhunderts die Bekanntschaft mit diesen Gebilden 
bereits eine ziemlich allgemeine war. 

8. 10. Wer war es nun, der die im Stillen bereits weit 
verbreitete Kunde von den magischen Quadraten zu einer 
‘öffentlichen machte, wem verdankt sie ihr wissenschaftliches 
Bürgerrecht? Damüssen wir fast mit Beschämung, gestehen, 
dass diess Verdienst keinem Mathematiker angehört, dass viel- 
mehr auch jetzt noch die rein szientifische Seite völlig neben 
dem mystischen Beiwerk verschwand, mit welchem eine zu 
superstitiösen Träumereien hinneigende Zeit den einfachen 
Grundgedanken verquickt hatte. Zwei unter den Polyhistoren 
jener Sturm- und Drangperiode hervorragende Männer sind 
es, welche die allgemeine Aufmerksamkeit auf einen bisher 
wohl nur als rechnerische Spielerei aufgefassten Gegenstand 
lenkten, Agrippa v. Nettesheim und Theophrastus 
Paracelsus. Der erstere widmet in seinem berühmten, be- 
ziehungsweise berüchtigten Hauptwerke°") ihnen ein eigenes 
Kapitel „De Planetarum mesulis, earumque virtutibus et formulis, . 
et que illis praeficiälur, divina nomina, intelligetie et demonia““®'). 
Jedem Planeten gehört ein bestimmtes magisches Quadrat zu; 
deren Eigenschaften können uns hier, da wir nicht Kultur- 

30) Henrici Cornelii Agrippae ab Netitesheym De occulta philosophia 
libri tres, Coloniae MDXXXIL. 31) Ibid. 8. 149 ff, 
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geschichte schreiben, schr gleichgültig sein. Wie er sie aber 
konstruirt habe, darüber schweigt er leider vollständig, und es 
bleibt uns somit nur, übrig, seine Vorlage zu errathen. In 
der Mehrzahl der Fälle ist diess nun sehr leicht, denn man 
bemerkt sofort: 

Sowohl die ungeraden, als auch die gerad-geraden Quadrate, 
welche bei Agrippa vorkommen, sind in der Weise des Moscho- 
pulos gebüdet. . 

Von sonstigen Quadraten kommt nur das 36zellige noch 
vor, über dessen Bildungsweise der nächste Paragraph uns 
Aufklärung verschaffen wird. Aehnliche Beweggründe, wie 
Agrippa, haben auch den genialen Theophrastus bewogen, 
das Wesen der magischen Quadrate auseinanderzusetzen’®?). 
Derselbe steht noch ganz auf ptolemäischem Boden und weist 
jedem Planeten ein Quadrat von um so mehr Zellen zu, je 
näher er der Erde sich befindet*). Demnach besitzen Saturn, 
Mars, Venus und Mond Quadrate von ungerader Zellenzabl; 
dieselben befolgen die Vorschriften des Moschopulos. Die 
drei für Jupiter, Sonne und Merkur bestimmten geradzelligen 
Quadrate geben wir hier wieder: 


Be mn 92 3845.11. 8,58:59,58,,..4N62.,61 
BEE SET 11 2028 8,80,:49.15:14:52 53;1..11,10. 56 
96 712 1914 16 15 23 24 41 25 22 44 45 19 18 48 
ar 13518,20722,521°17:.131,,32,34-,35 29 28.5 38.39.25 

25 29, 105-9726.12 ,40.,26727:37 36.,430.,312.33 
36 535 4 251 174746 20 21 43 42 24 
955 54 12 13 51:50 16 
64,23555.01, 60,52.6.0730% 





*) Bei Theophrastus wiegt, im Vergleich mit Agrippa, die 
medizinische Verwendbarkeit der Zauberquadrate vor. Wir führen als 
Beleg hiezu an®°), dass das „Sigellum Saturn“, wenu es in der Fig. 17. 
angegebenen Weise aus Villacher Blei gefertigt ist und auf dem Revers 
das Bild des Gottes Saturn selbst zeigt, in Kindesnöthen höchst vortheil- 
haft wirken und einen Reiter davor behüten soll, Schaden von seinem 
Pferde zu erleiden. Freilich macht Sieber (a. a. O0.) darauf aufmerksam, 
dass Paracelsus selbst in einer anderen Schrift die Nutzlosigkeit solcher 
Geheimmittel verspottet. 

**) Im Original steht 6 anstatt 4; überhaupt sind sämmtliche Dia- 
gramme durch Druckfehler sehr verunstaltet. 





32) Aureoli Philippi Theophrasti Paracelsi ab Hohenheim operum 
Vol. IL, Genevae MDCLIIX. 8. 715 ff, ’ 33) Bixner und Siber, Leben 
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Das vier- und achtzellige Quadrat kennen wir bereits; betreffs 
des ungerad-geraden gilt die soeben bei Agrippa gemachte 
Bemerkung. Aus unserer Darstellung geht mit Sicherheit Fol- 
gsendes hervor: 

Schon vor der Mitte des sechzehnten Jahrhunderts wusste man 
nicht allein die Regeln des Moschopulos fertig zu handhaben, 
man wagte es bereits sie zu varüren und gieng sogar in der Kon- 
struktion solcher Quadrate, deren Zellenzahl weder von der Form 
(2n + 1), noch auch Am war, über die Byzantiner hinaus. 


$. 11. Von einem mehr wissenschaftlichen und den mysti- 
schen Zuthaten fremden Standpunkte scheint zuerst Adam 
Riese die Sache aufgefasst zu haben. Freilich stammt die- 
jenige Ausgabe seines Werkes°!), auf welche wir uns hier 
beziehen, aus dem Jahre 1550, und bei der überaus grossen 
Verschiedenheit, welche in den einzelnen Editionen herrscht, 
ist es nicht eben leicht mit Genauigkeit festzustellen, wo sich 
die erste Notiz über diese Materie findet. Keinesfalls aber 
dürfen wir annehmen, dass erst Stifel’s im Jahre 1544 
erschienenes Buch auf den berühmten Rechenmeister bestim- 
mend gewirkt habe, wie denn auch seine und Stifel'’s Me- 
thoden auseinandergehen. 

Bezüglich der Quadrate von ungerader Zellenzahl steht 
Riese ganz auf Moschopul’schem Boden, und zwar ist es 
hier, wie auch in allen vorangegangenen Fällen die erste über- 
sichtlichere Regel, die allein zur Anwendung kommt. 

Bei der Konstruktion gerader Quadrate dagegen ist Riese's 
Verhalten durchaus originell, insofern er für diese ganze Klasse 
von Quadraten eine allgemeine Methode aufzufinden bestrebt ist. 

Der betreffende Abschnitt beginnt °°) folgendermassen: ‚Hie 
sol ein jeder wissen das 2 mal 2 als 4 nicht zugleich komen 
kan, dan 1, 2, 3, 4 in eine gevierdt gesetzt so an jene ziehen 
thut in vier gantze das nichts bleibt unmöglich, Creutzweis 
mag das sein, aber fur sich und under sich nicht“, 


192 
3 4. 





und Lehrmeinungen berühmter Physiker am Ende des XVI. und am Anfange 
des XVII. Jahrhunderts, Sulzbach 1819, S. 85. 34) A. Riese, Rechenung 
nach der lenge, auff der Linichen und Feder, Leipzig 1550. 35) Ibid,. 
Bl. 102. 
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Alsdann, um das 16zellige Quadrat zu bilden, schreibt er 16 
unmittelbar aufeinanderfolgende Ziffern — die Erkenntniss, dass 
dabei nicht nothwendig die Einheit sein müsse, scheint uns 
auch einen kleinen Fortschritt zu repräsentiren — ins (Juadrat 
und fährt dann fort: „In meinem vorigen Büchlein, so 1522 
in Erffurdt getrukt, hab ich gelernt *), verwechselung auswendig 
und inwendig uber eck, darbey las ich noch beruhen, stet 


Dee (Lo ZUNG DRIIEL EN 

mel rle 12 bad Ba nd a 3 
ee a Ty EL PALTO 
Eee Lone Lu) 20 SAMEN OL AMD... 


Dass diese hübsche Umtauschung symmetrisch gelegener Ele- 
mente ein richtiges Resultat ergiebt, leuchtet sofort ein; es 
würde sich aber die Frage aufwerfen lassen, ob der Kunstgriff 
eine Ausdehnung auf komplizirtere Quadrate ertrage. Jeden- 
falls war Riese dieser Ansicht, denn er macht es bald darauf 
mit dem 36zelligen Quadrate ebenso. Wir bilden, ganz wie 
oben, Schema und Resultat nebeneinander ab: 


ea Ann Ge ee 1852,84, 282,5. 1,6 

RS Te Ha 1 0 Fa Bo En 4 I 

Bu 142716.16:17:518 245.23 21516.,14 719 

19 20 21 22 23 24 Knaben 22,6 205818 

Rn 227, .28.29 5830 12:20 97,10029 525 

öl 32 33 34 35 36 N SE ae 
In der That ist, nach Mollweide?’®) — der übrigens von 
Riese’s Priorität nichts zu wissen scheint —, diess Verfahren 
ein allgemein anwendbares.. Wir werden später noch darauf 
zurückzukommen haben. 

$. 12. Der wissenschaftliche Sinn des deutschen Volkes 
konnte es nicht ertragen, die aus anderen Ländern überkom- 
menen Regeln einfach sklavisch als solche zu adoptiren, und 
so treffen wir denn schon bei Riese, ja eigentlich schon bei 
Dürer, auf Versuche, das neue Gebiet selbstständig zu bear- 
beiten. Waren diese Versuche noch schüchtern und wenig weit 


*) Eine jetzt ausser Gebrauch gekommene Form, welche zeigt, dass 
damals auch in der Schriftsprache das Wort „lernen“ transitiv sein konnte. 





36) Mollweide, Wörterbuch, S. 24 ff. 
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ausholend, so dürfen sie doch als vorbereitend angesehen 
werden für die Thätigkeit des Mannes, mit dem wir uns von 
jetzt ab zu beschäftigen haben werden. Diess ist Michael 
Stifel, neben Tartaglia im Fache der reinen Mathematik 
vielleicht die grösste Kapazität seines Jahrhunderts. 

Dass dieser Mann die Lehre von den magischen Quadraten 
wesentlich gefördert habe, war natürlich längst bekannt, aber 
dem eigentlichen Wesen seiner Methoden scheint man — wohl 
weil sie des übersichtlichen Charakters der älteren Regeln 
allerdings entbehren — nicht näher getreten zu sein. So sagt 
u. a. Cantor?”): „Höchst sinnreich sind die Methoden, welche 
im dritten Kapitel des ersten Buches auseinandergesetzt sind, 
und deren Beweis manche Schwierigkeiten darbieten dürfte“. 
Nur Mollweide?°®) hat, um ihm Gerechtigkeit widerfahren zu 
lassen, die vorhandene Lücke auszufüllen gesucht; jedoch kann 
man leider nicht sagen, dass seine Paraphrase, trotzdem sie 
in der abkürzenden Sprache der Buchstabenrechnung vorge- 
tragen wird, die Sache so deutlich macht, wie es zu wünschen 
wärc. 

Stifel’s Verfahren zeichnet sich schon # pröori durch seine 
Allgemeinheit aus, insofern er für gerade wie ungerade Zellen- 
zahl den nämlichen Gang einzuhalten bestrebt ist. Er zerlegt 
die vorhandenen m?Zellen in einzelne ‚„Umläufe“ (ambitus) von 
bezüglich 


5 4(m — 1), 4m — 3), 4m —5)... 


Zellen und füllt durch einen fortlaufenden Zug je immer die 
Hälfte der einem Umlauf angehörigen Zellen aus, bis schliess- 
lich die innerste Zelle, beziehungsweise das innere Quadrat zu 
vier Zellen erreicht ist. Alsdann werden die noch leeren 
Felder durch ein analoges Verfahren mit den Zahlen, die noch 
übrig bleiben, besetzt*). Beginnen wir mit den (Quadraten 
ungerader Zellenzahl und knüpfen wir unsere Ueberlegungen 


*) Der Vorgang ist ganz ähnlich dem, was Moschopulos ‚„earvaste£- 
[73 
peıv“ nennt, 





37) Cantor, Petrus Ramus, Michael Stifel, Hieronymus Cardanus, 
drei mathematische Charakterbilder aus dem 16. Jahrhundert, Zeitschr, 
f, Math. u, Phys. 2. Jahrg. S. 365, 38) Mollweide, Commentatio, 8. 17. 
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an das nach Stifel’s Methode gebildete nebenstehende Qua- 
drat von 169 Zellen an: 


meter 101 109 "152177 19, 21-23 
Inne Aas 9 141,139 187. BUN 3 KALT ABI 526 
1641425607725. 123 121 119 55 "57 59 .46 28 
a2 1093107 1OHFE9 I TEN 62 437530 
Biest 80° 97 95. 79774 64750732710 
eier 94 84.,.837827 71076618212 
E67 lie. 88. 1857287 2952103117135 157 
Bee, 18:88 81 .,86 927102116 134,156 
Beh 0296,78 779 9.790.100 TIE 132 184 
531086065101 599 IE TL12: 1307152 
12712427497 47 AI 5 115 01351117 110.128 150 
aa 2 25 23781 933 135 131.129 127 126 148 
Een 7790719791557.199 1517149 0147271206. 

Durch Betrachtung dieses Beispiels können wir uns leicht 
ein Bild von Stifel’s Verfahren machen; in unserer Sprache 
wird sich dasselbe so formuliren lassen. 

Ist irgend ein Umlauf von 4m — (2k — 1)) Zellen indepen- 
dent, d. h. ohne Zuhülfenahme der anderen Umläufe, zu bilden, 
so schreibe man in die unmittelbar auf die Eckzelle KOIeURE Zelle 
der untersten Zeile die Zahl 


2(m — 1) + 2(m —5) +2(m —5)-+ +2(m — 2k—3))+1 
—=2(k— 1) m +k—D-+]1. 


Das kleinere Quadrat, dessen erster Umlauf der gegebene sein 
würde, enthält 


0 oikerie u NV; 


m’ —4(m —1) — —4(m— (2k—1))= m? — 2mk+k?—= (m — k)? 


Zellen, welche wir wieder in bekannter Weise durch Indices cha- 
rakterisirt annehmen wollen. Dann können wir folgendes Schema 
bilden‘): 





*) Wir hätten von Rechtswegen m = 2n—+ 1 setzen und die Fälle 
unterscheiden sollen, wo % gerade oder ungerade ist. Um diese Weit- 
läufigkeit zu vermeiden, setzen wir fest, dass in dem Falle, wo der Aus- 


druck keine ganze Zahl ergiebt, stets der nächstgrössere ganz- 


zahlige Werth genommen werden soll. Die Zahl %k muss stets >1 sein. 
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Zelle üm—x,2 :2k—-V)m+k— D-+1 


Zelle nn fmmkHt :2(k — 1)(m +k— )+l1 

2 (1er Bea = 1); 
Zelle 04, mx :2(k—N)(m+k— h)-+2 
Zelle eu, nei? 2(k — 1)(m + k—1)+2 

Palit 2 Br sch 
Zelle “nk Or 2(k-N)m+k—1)+2 


el 


Zelle Geht een rn U 
le 


ale Ba le N) +2 
Zelle BEN ı +2(k — N +k—1)+2 

t2(1 2-82 2 

+21 42340 


Zelle au, ı : 2 m—1-+m—3-+ m —(2k+1))=2(km—%2); 





Zelle o,m_r—ı  :2k(m—k)—1 


Zelle re Ent) 


Hiemit ist der halbe Umgang independent gebildet; die andere 
Hälfte wird von dem entgegengesetzien Ende her in ähnlicher 
Weise ausgefüllt. 
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Nunmehr, nachdem der Grundgedanke Stifel’s, wie er 
ihn natürlich nur exemplifiziren konnte °®), klar vorliegt, haben 
wir uns zwei weitere Fragen zu stellen: 

I. Wie war es möglich, dass Stifel auf diese anscheinend 
so höchst komplizirte Methode kam; ist es möglich den Gedanken- 
gang des Erfinders wenigstens theilweise zu rekonstruiren ? 

II. Wie lässt sich die Richtigkeit des Verfahrens beweisen? 

$. 13. Die Erledigung unserer ersten Frage wird uns 
erleichtert werden, wenn wir zunächst den zweiten Gegenstand 
in Angriff nehmen, und zwar wollen wir fürs Erste die beiden 
Diagonalreihen untersuchen. Zuerst erkennen wir leicht, dass 
das Mittelfeld des Quadrates von (2n + 1)? Zellen durch die 
Zahl 

2n"+2n-1 
besetzt werden muss; ferner geht aus der Entstehungsart des 
Quadrates die Thatsache hervor: 

Jede Diagonalreihe enthält (2n + 1) Glieder, von welchen 
bezüglich die durch das Mittelfeld geschiedenen Theile von je 
n Gliedern in einer arilhmetischen Progression der zweiten Ord- 
nung stehen. 

Demnach besteht unter allen Umständen die von links 


unten nach rechts oben ansteigende Diagonale aus folgenden 
drei Theilen: 


1: u | II. 
2 2n?+2n+1 4n’+4n 
2 + 4n 4n? + An — 4n 
2+4n+4(n—|]) 4n?+-4An —An— Aln—1) 
24An-+Am—1)-t.--44.2 An?-An—An—An—1)—---—4.2. 


Diese Summen könnten wir nun nach bekannten Formeln 
geschlossen darstellen; indess ist deren Anwendung hier nicht 
einmal erforderlich. Denn da sich mit Ausnahme der Anfangs- 
glieder jeder Bestandtheil von III gegen einen entsprechenden 
von I forthebt, so ist unmittelbar, wie verlangt wird, 


2=/+N + 11=4n’+6n?+4n-+]1. 


39) Stifel, Arithmetica integra, Norimbergae MDXLIV, Bl. 25 ff. 
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Zerlegen wir analog die zweite Diagonalreihe, so sind ihre 


Abtheilungen: 


1: IE ‚Ill. 
An 2n+2n+1 4n’-+2 
An+-A(n—|1) 4n?+2 —4A(n—|]) 
An+An—1)+4(n — 2) 4n?-+2—4(n —1)—4(n— 2) 
An+A(n—1)+4(n—2)+. +42 An?+2—4n—1)— — 4.2, 


also wiederum 
Z=14-N-+INI =4n’+6n?’+4An +1. 


Sehen wir nun zu, ob ein entsprechendes Gesetz auch in 
den anderen Reihen obwaltet. Bei den Kolonnen wie bei den 
Zeilen giebt es ein ähnliches Theilungsprinzip; nur werden wir 
dabei sechs einzelne Bestandtheile zu trennen haben. Beide 
Arten von Reihen werden gleichmässig behandelt, so dass wir 
unseren Nachweis auf eine der Arten, etwa auf die Kolonnen, 
zu beschränken berechtigt sind. Aber auch diese Kolonnen 
sind nicht gleichmässig gebildet, sondern lassen sich in vier 
Gruppen theilen, von denen je 2 nur ein einziges Glied, die 
beiden anderen aber bezüglich n und (n — 1) Kolonnen in sich 
aufnehmen. Diese vier Gruppen unterscheiden sich am ein- 
fachsten durch ihr unterstes Glied, indem dasselbe eine der 
vier folgenden Werthe annehmen kann: 


4n? + 4n : Zeile’ wos. 1,15 
p>21,<n)2p— 1: Zelle a,.rı,2—— Zelle aa +1,2-+13 
(4>0, <n—2)4n?-+2n—1—2g : Zelle &g„+1,2.+2— Zelleas„ +1, 225 
An? +2 Zellen an 


Da aber auch für jede dieser vier Kategorieen der Gang 
der Rechnung in allen wesentlichen Stücken sich gleich bleibt, 
so mag es sein Bewenden haben, wenn wir für eine der beiden 
allgemeineren, also etwa für die zweite, die Untersuchung voll- 
kommen durchführen. 

Dabei wollen wir die Einrichtung treffen, dass das untere 
in die Kolonne fallende Diagonalfeld mit II, das obere mit V 
bezeichnet wird; alsdann erkennt man unverzüglich die Be- 
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deutung der anderen römischen Ziffern. Wir werden dann 
weiter für jede Ziffer von I—VI die zu ihr gehörigen Zahlen- 
werthe anschreiben und finden auf diesem Wege, wenn wir 
die Zahl (29 — 1) als erste Zahl betrachten, folgendes Schema: 


%r 
2p—1 
2p—- 1+202n—]) 
2p—- 1+2(2n—1)+2(2n —B) 


en N TsBRn Br... Fon epa); 


II. 

4n?-—-An — An*-A(n— 1) —4A(n— 2) —.-—4n—p-+2); 
V. 

An+4n— N) +4nm—2)+..-+4nm—p+2); 
VI. 


"er +? 2-1) 
2n +1? —2(p —1) —2(2n —|]) 
ne 2er 


En + 20-1) — 2(2n 1) — 2(2n — 35) — 
— 2 (Zn — (2p — 3))% 
IIE 
An + 2n-1-2(2n —T)+2(2n— 3)... 4+2(2n —(2p—1)) 
4n— 2n +1-+2(2n —1)+ 2(2n —3)-+ --+2(2n —2p—D)-Hl 
4n— 2n +12 (2n—1)+2(2n —3)+ ++ 2(2n —2p—1))+1+1.2 


4n — 2n-+-1-+2(2n —1)+ DER —5)+:--+2(2n—2(2p—])) 
+1+2@- +2); 


An?+ 2n +2 — 2 (2n— 1) — 2(2n — 3) — ++: — 2(2n — (2p —])) 
An’+2n +2 — 2 (2n — 1) — 2(2n —3) —--— 2(2n — (2p —1))+1.2 
4n’+2n +2 — 2 (2n—1) — 2(2n —3)— ---— 2(2n —(2p —1))-+2.2 
4n?+2n +2 — 2(2n — 1) — 2(2n —3)— + — 2(2n — (2p—])) 
+(n—p—2)2. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. 15 
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Diese sämmtlichen Ausdrücke sind nun zu summiren, und 
man findet 


Z=p(@p—)+p (an +1)? —2p(p—1)+4n4+4n 
+ @n +1) —p)+ (An +2n +2) n—p—|1) 
+2.2 142 +3+---+n 9 —2)—=4n? + 6n + m-+1. 


Hiemit können wir denn die Verifikation der Stifel’schen 
Methode als abgeschlossen beruhen lassen und zusehen, welchen 
Nutzen unsere bisherige Betrachtung für den zweiten Zweck 
gewährt, welchen wir noch im Auge hatten. 

Aus unsrer Analyse des Bildungsgesetzes der einzelnen 
Reihen fliesst unmittelbar der wichtige Lehrsatz: 

Jedes noch der Stifel’schen Vorschrift hergestellte magische 
Quadrat bleibt ein solches, wenn man auch beliebig viele Umläufe 
weglässt; es gehört somit zu der Classe derjenigen, welche Mon- 
tucla‘’) ‚‚mago-magiques‘““ nennt und die wir künftig als ‚‚doppelt- 
magische‘ Quadrate bezeichnen wollen. 

Nun erhellt leicht, wie Stifel sein Verfahren sich ursprüng- 
lich zurechtgelegt haben mag. Er gieng aus von dem 9zelligen 
Quadrate 


492 
1 DR 
BElEED . 


und erhöhte, um das 25zellige daraus abzuleiten, jede Zahl 
desselben um 8, um die vorausberechnete-Mittelzahl 13 zu be- 
kommen. Dann setzte er, vermuthlich zuerst empirisch, in die 
leeren Felder Zahlen, die ihm ein neues magisches Quadrat 
ergaben, und fuhr in dieser Weise fort, bis sich ihm das 
solchergestalt unschwer zu erkennende Bildungsgesetz_ offen- 
barte. Jedenfalls war, wie wir diess ja so oft in der Geschichte 
der Mathematik zu beobachten Gelegenheit haben, das Ver- 
fahren, welches uns Stifel vorführt, nicht das primäre; im 
Gegentheil: 

Anstatt aus den einzelnen Umläufen das Quadrat sukzessive 
zusammenzusetzen, hat Stifel wahrscheinlich die Kernzelle zum 
Ausgangspunkt genommen und mit immer neuen Doppel-Gnomonen 
jedes gewonnene Quadrat umgeben. 


40) Montucla, Histoire des mathematiques, Tome I., Paris 1758. S. 348. 
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Dass diese Lösung unseres ‚mathematisch - historischen“ 
Problems — wie wir früher einmal ?!) solche Untersuchungen 
nannten — die richtige ist, wird uns noch klarer werden, 
wenn wir nun auch die ungeraden Quadrate Stifels auf ihre 
Entstehungsweise und Zusammensetzung prüfen. 

$. 14. Um das Verfahren unseres Autors in seiner ganzen 
Durchsichtigkeit erkennbar zu machen, legen wir der weiteren 
Betrachtung Fig. 18. zu Grunde, wo wir jedoch nur die eine 
Zahlenhälfte eingetragen haben. Wir bemerken, dass das Kern- 
quadrat von 16 Zellen und in Folge dessen auch jedes mit ihm 
konzentrische, selbst wieder magisch ist, und um jeden Zweifel 
zu beseitigen, hat Stifel‘?) selbst die Bildung dieses Kern- 
quadrates für sich angegeben; es vollzieht sich dieselbe nach 
der ersten Regel des Moschopulös, indem aus 


121 122 123 124 
125 126 127 1283 
129 1307 1517 132 
135 154 135 186 


das neue Quadrat 


1356 123 122 133 
124821202512. 135132 
125 130 131 128 
124 135 154 121 


durch Versetzung hergestellt wird. 

Die Besetzungsregel der einzelnen Zellen ist hier noch 
übersichtlicher, als bei den Quadraten von ungerader Zellen- 
zahl; nur ist sie nicht so einheitlich, denn es ist ein Unter- 
schied zu machen, ob der Index des Umlaufs (den äussersten 
als ersten angesehen) eine gerade oder ungerade Zahl ist. Da 
wir jedoch im vorigen Paragraphen ein vollständig durchgeführtes 
Paradigma für alle hier in Betracht kommenden Fragen gegeben 
haben, so wird eine weitere Detaillirung nicht mehr von 
nöthen sein. 

Nur auf Einen Punkt von allgemeinerer Tragweite wollen 
wir noch aufmerksam machen: 


41) Günther, Das irreguläre Siebeneck des Ulmer Mathematikers 
Faulhaber, Sitzungsber. der Erl. phys.-med. Societät, 6. Heft, S. 112, 
42) Stifel, Bl. 29. 

15* 
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Während die bisher bekannten Regeln zur Konstruktion un- 
gerader magischer Quadrate sich enlweder nur auf solche bezogen, 
deren Zellenzahl von der Form (2.(2n -- N)? oder von der Form 
(2.2 n)? war, ist Stifel’s Methode eine allgemein auf jede beliebige 
gerade Zahl anwendbare. 

Seinen universellen Geist bethätigte unser Verfasser auch 
in dem kleinen Anhang, welchen er dem von den Zauber- 
quadraten handelnden Kapitel beigab: 

Er dehnt darin die den magischen Quadraten zu Grunde lie- 
gende Idee auch auf geometrische Reihen aus. 

Nähere Anweisungen giebt er nicht, sondern begnügt sich *°) 
mit nachstehenden zwei Beispielen: » 


92768 4 2 4096 


256 22 61 2048 ; 2 5 
2 
16 512 1024 198 en 


8 16584 8192 1 


In der That ist die Sache einfach genug; denn besitzt 
man ein magisches Quadrat 


’ 


a1 an 


Ani Ann 


der gewöhnlichen Art, so bestehen sofort für das daraus ab- 
geleitete 
Arıı Snlehhe AFın 


A®'nı ... Alınn 
die Relationen: 


1 nn yzzn gen a 

[47 gr 

en 1— en 

| I: 7 An De BI l: r=|1, n) 
i—=1 Dil o=i 

ESEL 

Ost 
= As (Sa), n), 
Bl 


welche nach Stifel’s Forderung erfüllt sein müssen. 

$. 15. Für ein Jahrhundert ziemlich ist Stifel’s Lei- 
stung die letzte originelle und bedeutende auf unserem Gebiete, 
und in der That lag nun schon eine für jene Zeit völlig ge- 








43) Stifel, Bl. 29 ff. , 
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. nügende Menge von Material vor, das verarbeitet sein wollte. 
Wir bemerken deshalb für die nächste Zeit zwar keine nennens- 
werthen Fortschritte, wohl aber das Bestreben, auf dem okku- 
pirten Terrain heimisch zu werden und die einzelnen Methoden 
populär darzustellen. 

Von einigen Männern, welche sich mit der Lehre von den 
magischen Quadraten vertraut zeigten, ihre Kenntnisse jedoch 
mehr zur Ausübung eines gewissen Virtuosenthums, als zur 
Beförderung der schen angewandt zu haben scheinen, 
berichten uns zeitgenössische und spätere Schriftsteller. Daniel 
Schwenter?!), der selbst eine Anweisung zur Konstruktion 
solcher Quadrate giebt, deren Zahlen in geometrischer Pro- 
gression stehen und multiplizirt werden, nennt uns als solche 
Praktiker Franziscus Spinola, Georg Henisch, Peter 
Roth, Zacharias Lochner, Faulhaber und Remmelin. 
Bezüglich der beiden Erstgenannten sind wir nicht in der Lage 
irgendwelche Dokumente vorlegen zu können. 

Peter Roth (gest. 1617) war einer der hie und da be- 
kanntlich sehr unterrichteten Rechenmeister ®), der in arith- 
metischen Kunststücken mancherlei geleistet haben mag. In 
die gleiche Kategorie ist auch Lochner (gest. 1608) zu setzen; 
Doppelmayr '%) rühmt seine arithmetischen Kenntnisse, und 
führt als Beleg an, dass er ‚auch sonsten eine so grose Ge- 
schicklichkeit hatte, dass er gar leicht und behend allerhand 
magische Quadrate, ja gar die gröste, zu deren jeden öfters 
ein gantzer Regal-Bogen erfordert wurde, beschreiben und 
darstellen kundte‘“. Bedenken wir, wie bequem für ungerade 
Quadrate die erste Regel des Moschopulos, für gerade die 
Methode Stifel’s gehandhabt werden können, so verliert eine 
solche Kunstfertigkeit zwar alles Ueberraschende, beweist aber 
doch, dass man die vorhandenen Verfahrungsweisen kannte 
und anzuwenden verstand. 

Was Johann Faulhaber anbetrifft, so müsste allerdings 
der kabbalistische Hauch, der noch immer den magischen 
Quadraten anhieng, den Velleitäten dieses genialen Mannes 


44) Schwenter, Deliciae physico-mathematicae, Nürnberg 1626. S. 100. 
45) Doppelmayr, Historische Nachricht von den Nürnbergischen Ma- 
thematicis und Künstlern, Nürnberg 1730. 8. 165, 46) Ibid. 8. 164. 
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an sich sehr zugesagt haben, und Ofterdinger?’) sagt auch, 
dass er in seinen zahlreichen Schriften ‚die ganze Algebra, 
bis zur cardanischen Regel, mit besonderer Vorliebe aber die 
Lehre von den Progressionen, die von den magischen Qua- 
draten und von der Natur der Zahlen‘ behandelt habe. Merk- 
würdigerweise erwähnt aber Kästner ‘°°) in der genauen 
Analyse, welche er von Faulhaber’s Arbeiten giebt, nichts, 
was hierauf Bezug hätte, und so müssen wir denn auch auf 
Beibringung genauerer Nachrichten verzichten. Etwas besser 
sind wir daran mit seinem Schüler und Freunde Remmelin, 
denn wenn wir auch seine Schrift, die nach Ofterdinger’s 
Zeugniss ®) selbst heutzutage noch von Werth sein soll, nicht 
selbst zur Vergleichung heranziehen konnten*), so hat uns 
doch Kästner ihren Inhalt aufbehalten. Derselbe führt zu- 
nächst den Titel der Abhandlung) in extenso an und sagt 
dann!) weiter: „Hierinn: eine viereckte Tafel, alle ungeraden 
Zahlen von 1 bis auf 1151 begreifend, also gesetzt, dass in 
Addition sowohl nach der Länge als Breite, auch Diagonien 
eine gleiche Zahl entspringt nähmlich 13824. - Also ein sehr 
grosses magisches Quadrat, hat 24 Columnen und eben so viel 
Reihen, beyde oben, unten und an den Seiten mit den grossen 
lateinischen Buchstaben bezeichnet“. Aus der weiteren Be- 
schreibung Kästner’s scheint jedoch hervorzugehen, dass das 
magische (Juadrat hier nur eine ganz sekundäre Rolle in einer 
— damals so sehr beliebten — Untersuchung über Polygonal- 
zahlen spielte. 

8.16. Kann man — soweit wenigstens annoch unsere Kenntniss 
reicht — in den Leistungen der soeben charakterisirten Männer 
‘ einen wirklichen Fortschritt nicht erkennen, so ist diess im 
Gegentheil der Fall mit der Thätigkeit, welche ein freilich 





*) Herr Professor Ofterdinger war so freundlich, uns mitzutheilen, 
dass die betreffende Abhandlung zur Zeit selbst auf den Ulmer Biblio- 
theken nicht mehr zu erhalten sei, dass er sie aber noch zu bekommen 
hoffe und uns dann mittheilen werde. In diesem Falle würden wir eine 
Analyse derselben in einer Zeitschrift veröffentlichen. 


47) Ofterdinger, Beiträge zur Geschichte der Mathematik in Ulm bis 
zur Mitte des XVII. Jahrhunderts, Ulm 1867. 8. 10. 48) Kästner, Ge- 
schichte der Mathematik, 3. Band, Göttingen 1799. S. 111 ff. 49) Ofter- 
dinger, 8. 5. 50) Kemmelin, Adyta numeri reclusa d. i. Eröffnung 
grosser Geheimnisse, Kempten 1629. 51) Kästner, S. 128. 
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auch ungleich bedeutenderer Mathematiker unseres Nachbarlandes 
der Lehre von den magischen Quadraten zuwandte. Wir 
meinen den grossen lveformator der unbestimmten Analytik, 
Gaspard Bachet de Me&ziriac, und werden nun zeigen, 
dass, wenn auch die Theorie selbst unter seinen Händen nicht 
wesentlich vorwärts kam, doch in der gerade hier so überaus 
wesentlichen Konstruktions-Praxis durch ihn eine neue Epoche 
begründet wurde. 

Bachet ist es nämlich, der die erste Regel des Moschopulos 
zur Konstruktion magischer Quadrate von ungerader Zellenzahl in 
einer für die praktische Anwendung förderlichen Weise umgestaltet 
und jene Methode geschaffen hat, welche wir früher (5. 6.) kurz 
als die Terrassenmethode bezeichneten*). 

Den möglichst präzisen Ausdruck der Bachet’schen 
Regel, sowie ihren allgemeinen Beweis haben wir bereits in 
unserer mehrfach genannten Abhandlung geliefert und be- 
nügen uns deshalb an dieser Stelle mit der nach dieser Vor- 
schrift hergestellten Verfertigung eines (in Fig. 19. dar- 
gestellten) Quadrates von 121 Zellen. Bachet selbst’?) geht 
nur bis zu 25 Zellen; auf eine Deduktion, die dem Zweck 
seines Werkchens entgegen gewesen wäre, lässt er sich nicht 
ein und bemerkt nur noch’), dass man, ohne die Richtigkeit 
zu beanspruchen, jeden Term um ein und dieselbe Zahl er- 
höhen könne, 

Anmerkung. Nimmt man in unserer Figur die von Bachet ge- 
forderte Verschiebung vor, so rücken die Zahlen der Terrassen in die 
einstweilen noch durch Buchstaben ausgefüllten Zellen des Quadrates 
selbst ein und zwar wird 
a=77, b=87, c=97, d=107, e=117, f=67, 9=88, h=98, i=108, k=118, 
I—7, m=78, n=99, 0—=109, p=119, q=8, r=79, s=89, t=110, u=120, 
v9, w=19, <—=9%, y=100, 2=121, a=10, P=20, y=91, d= 101, s=111, 
il, 7—21, 931, ı=102, »=112, 1=1, u=22, v=32, E=103, o=113, 
2, 012, 0=33, 1=43, v—=114, 9=3, y=13, y=23, o—4, a=11b, 
behc=1,9=24, 1 (ee, li. 


*) Hiernach ist eine von uns früher (in dem dort zitirten Aufsatze) 
gemachte Bemerkung zu rektifiziren. Wir glaubten nämlich die Anfänge 
jener Methode zum erstenmal in einem 1765 erschienenen holländischen 
Werke (s. $. 21.) nachweisen zu können. 


52) Bachet, Sieur de Meziriac, Problemes plarsans et delectables, qui 
se font par les nombres, A Lyon MDCXXIV. 8. 160 ff. 53) Ibid. 8. 165. 
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Auch mit den magischen Quadraten von gerader Zellen- 
zahl beschäftigte sich Bachet°®); indess giebt er nur die erste 
Regel von Moschopulos für gerad-gerade und die bereits von 
Riese und anderen Rechnern angewandte Verstellungsregel 
für ungerad-gerade Zellenzahl. 

An Bachet scheint sich auch Arnaud in seiner Geo- 
metrie55) angelehnt zu haben; sicherlich ist er nicht weit über 
sein Vorbild hinausgegangen. Wegen Mangels der Quelle können 
wir jedoch den eigentlichen Werth seiner Bemühungen nicht 
übersehen. 

$S. 17. Der erste Mathematiker, welcher Bachet’s Ver- 
fahren kennt und durchgängig anwendet, ist Athanasius 
Kircher, der in seinem arithmetischen Hauptwerke°®) den 
magischen Quadraten einen Ehrenplatz einräumt. Freilich ist 
nicht Alles, was er über sie mittheilt, für die Sache selbst von 
Bedeutung, vielmehr mischen sich, wie das bei Kircher, dem 
Repräsentanten aller Gelehrsamkeit, aber auch allen gelehrten Un- 
sinns seiner Epoche, nicht auffallen kann, fremdartige Dinge in 
Menge mitein. Von den mysteriösen Spielereien, denen er und ver- 
schiedene seiner Zeit- und Gesinnungsgenossen noch grosses Ge- 
wicht beilegten, werden wir in einer Note sprechen; für jetzt 
interessirt uns blos das dritte Kapitel°”), betitelt ‚De Mathe- 
matico fabricae et constructionis diclorum Sigillorum raltiocinio‘“. 

Dieses Kapitel lehrt die Verfertigung aller magischen 
Quadrate von 9 bis 81 Zellen. Für die ungeraden wird die 
Regel Bachet’s, ohne Beweis, dafür aber mit grossem Wort- 
schwall, angegeben, seine Behandlung der geraden dagegen ist 
nicht ohne Originalität. 

Kircher sucht die von BDachet für ungerade Zellenzahl vor- 
theilhaft angewandte Terrassenmethode auch .auf eine gerade 
Zellenzahl auszudehnen. 

Um. das Verdienstliche seines Verfahrens einzusehen, 
greifen wir auf die Regel zur Konstruktion gerader Quadrate 
zurück, welche wir zuerst bei Adam Riese antrafen: Die- 
selbe wird von Kircher ganz ähnlich praktisch vervollkommnet, 
wie dies von Bachet für die Methode des Moschopulos ge- 
schehen war. Riese’s Verfahren war, allgemein ausgedrückt, 


54) Ibid. 8. 166 ff. 55) Arnaud, Nouveaux elements de geometrie, 
Paris MDCCLXVII; Hagae Comitum MDCCXC. 56) Kircher, Arithmologia 
sive de abditis Numerorum mysteriis, Romae MDCLXV. 57) Ibid. 8.73 ff. 
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dieses: Er schrieb die (2n)” Zahlen in ihrer natürlichen Reihen- 
folge in 2n Reihen von je 2n Gliedern an und strich dann aus 
jeder Reihe je » Zahlen weg. Alsdann kam das „evaoree- 
peıv“‘ des Moschopulos zur Geltung, d.h. die ganze Zahlen- 
reihe wurde jetzt im entgegengesetzten Sinne angeschrieben, 
so dass an die Stelle von 4n? nunmehr die Zahl 1 traf. Auf 
diese Weise wurde jede noch leere Zelle mit der ıhr zu- 
gehörigen Zahl besetzt, und es kam ersichtlich nur darauf an, 
das Gesetz zu kennen, nach welchem die Abstreichung vor- 
zunehmen war. Ist das Quadrat ein gerad-gerades, so darf 
man sich nur an die Vorschrift des Moschopulos halten, 
anderenfalls ist es nicht ganz so einfach zu erkennen und 
scheint auch in jener frühen Zeit nicht allgemein erkannt ge- 
wesen zu sein. 

Kircher’s Verfahren ist nun bei gerad-geraden Quadraten 
eine einfache Umbildung des byzantinischen, wie man aus 
Fig. 20. ersehen kann. DBei ungerad - geraden Quadraten 
hat man den Vortheil, sofort die Zahlen mit einem Schlage 
zu übersehen, welche in den ersten Umlauf gehören. Wie 
aber aus den Terrassen in die Zellen nieder-, beziehungs- 
weise aufwärtsgestiegen werden soll, diess hütet sich Kircher 
wohlweislich anders als am speziellen Beispiel darzustellen, und 
es scheint dasselbe, soweit wir uns selbst überzeugten, min- 
destens kein leicht auffindbares zu sein. Für die Zahl 6 
freilich gestaltet sich die Sache sehr einfach, wie wir 
durch die aus Kircher’s Werk°S) entnommene Fig. 21. dar- 
thun. Immerhin bleibt seiner Idee, wenn auch in der Aus- 
übung mit viel beträchtlicheren Schwierigkeiten verknüpft, als 
er wohl glaubte, ein gewisses Verdienst, und zur leichteren 
Örientirung kann man sich immer auf sie beziehen. 

Den Mangel der Allgemeinheit scheint er selbst gefühlt 
zu haben, denn in den folgenden Abschnitten führt er’”) die 
Konstruktion ganz in der Weise Stifel’s durch, ohne freilich*) 
seine Quelle zu nennen. Zum Schluss werden dann noch die- 
jenigen magischen Quadrate von n? Zellen betrachtet‘), in 


*) Diese ganz unqualifizirbare Handlungsweise Kircher’s hat wohl 
in der Stellung seinen Grund, die er als Jesuit dem protestantischen 
Geistlichen gegenüber einnahm. Seine Ordensbrüder pflegt er wenigstens 
gewissenhaft zu zitiren. 


58) Ibid. 8. 93 u. 95. 59) Ibid. 8. 110 ff. 60) Ibid. 8. 138 ff. 
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welchen nicht n?, sondern blos n Zahlen vorkommen, wie z.B. 
in dem nachstehenden: 


Bow 
vHarmN 
veHmw. 
m mw # 


Ein solches magisches Quadrat ist indess häufig ein un- 
vollkommenes, weil die eine Diagonale aus dem Spiele gelassen 
werden muss. Um die nämliche Zeit wie Kircher gab ein 
anderer Jesuit, der als Vielschreiber ihm ähnliche Caspar 
Schott, eine Anweisung zur Verfertigung der Zauberquadrate, 
welche theoretisch nichts Neues bietet; von Interesse für die 
mathematische Terminologie jener Zeit ist dagegen die Art und 
Weise, wie er®!) sein Problem formulirt. Man soll nach ihm 
„Numeros quoscungue quadratos Üla in quadrata disponere, ul 
quaevis series additae, sive transversus sumantlur, sive d summo 
deorsum, sive decussatim, seu diagonaliter, semper eandem summam 
conficiant‘‘. | 

Wir treten nunmehr in eine neue Epoche ein, in diejenige 
nämlich, während welcher die Lehre von den magischen Qua- 
draten sich fast ausschliesslich in den Händen französischer 
Mathematiker befindet und durch deren Bemühungen ein 
wissenschaftliches Gepräge erhält, das ihr bisher noch fehlte. 
Der sachliche Zusammenhang fordert es, dass wir innerhalb 
dieses Zeitraumes von etwa 70 Jahren uns ganz nach Frank- 
reich wenden und erst nachträglich auch die ziemlich spär- 
lichen Leistungen anderer Länder während jener Zeit re- 
gistriren. 

$. 18. Es ist im Folgenden unsere Aufgabe, ein gedrängtes 
Bild zu entwerfen von der regen Thätigkeit, welche sechs 
französische Geometer, Frenicle, De la Hire, Poignard, 
Sauveur, Ons-en-Bray und Rallier des Ourmes, auf 
unserem Gebiete entfaltet haben. 

Beginnen wir in chronologischer Ordnung mit dem Erst- 
genannten, mit dem als Zahlentheoretiker von seinen Zeit- 
genossen hochgeschätzten Fre&nicle de Bessy. 


61) Schott, Technica cursiva seuw mirabilia artis, NorimbergaeMDCLXIV, 
S. 872. 
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Derselbe beginnt seine Untersuchung?) mit einer sehr 
ausführlichen Diskussion der Quadrate von ungerader Zellen- 
zahl und beweist nicht sowohl algebraisch, als vielmehr in- 
duktorisch mit Hülfe einer Unzahl von Beispielen einen Satz, 
den wir so aussprechen können: 

Hat man zu einem (Quadrale von ungerader Zellenzahl die 
Bachet'schen Terrassen gebildet, so schreibe man die 1 in eine 
willkürliche Diagonalenzelle und in diese Diagonale alle Zahlen 
bis zu (2n + 1) in ganz regelloser Folge. Ebenso schreibe man 
(p ganzzahlig >1<2n) die Zahl (L+ p(2n +1)) in die der 
durch 1 besetzten Zelle entsprechende einer ganz willkürlichen 
Diagonalreihe und fahre so, ohne im geringsten in der Wahl der 
Diagonalreihen eine Folge zu beobachten, fort, bis alle Werthe von 
p erschöpft sind. Die einzelnen Diagonalreihen werden dann in 
der Weise besetzt, dass der Zahl q in der zuerst ausgeführten 
Reihe die Zahl 1+p@n +1) +g-— ]) gleich 


2np tp +4 


entspricht. Sind schliesslich sämmiliche Diagonalreihen besetzt, so 
erfolgt die Zusammenschiebung der Terrassen gerade so, wie bei 
Bachet’s ursprünglicher Methode. 

Nach dieser Regel ist das Fig. 22. abgebildete magische 

Quadrat hergestellt worden. 

Der Beweis der Richtigkeit dieser Erweiterung wird 
ebenso geführt, wie bei dem von Bachet selbst behandelten 
speziellen Falle, und wir brauchen deshalb nur auf unsere 
schon mehrfach zitirte Abhandlung zu verweisen. Wir können 
jedoch die Sache noch von einem universelleren Standpunkte 
aus betrachten: 

Aus der früher ($. 6.) bereits hervorgehobenen Thatsache, dass 
die Methode des Moschopulos, mit welcher die von Frenicle prinzipiell 
übereinstimmt, nicht sowohl auf die Konstruktion eines magischen 
Quadrates im engeren Sinne, als vielmehr auf die einer magischen 
Kugel abzielt, geht sofort hervor, dass weder irgend eine Diagonal- 
reihe, noch auch eine bestimmte Zelle eine bevorrechtele Stellung 
verdient, dass vielmehr sowohl in der Wahl der Anfangszelle als 
in der der Diagonalen absolute Willkürlichkeit von selbst gebolen 
erscheint. 


62) Divers owvrages de Mathematique et de Physique. Par Messieurs 
de V’ Academie Royale de Sciences, A Paris MDCXCII. 8. 423 ff. 
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Nachdem Frenicle solchergestalt die ungeraden Quadrate 
absolvirt hat, geht er dazu über®®), eine ebenso allgemeine 
Methode zur Konstruktion der geraden zu entwerfen. Er ge- 
denkt diese Aufgabe durch sukzessive Bildung von doppelt- 
magischen Quadraten (s. $. 13.) zu lösen. Hierzu wird zu- 
nächst die Kenntniss des Quadrates von 16 Zellen erfordert, 
dessen Bildung er denn auch sehr ausführlich bespricht. 

Alsdann erläutert er wiederum, seiner Gewohnheit gemäss, 
den allgemeinen Vorgang an einer Menge von Beispielen und 
giebt endlich — wenn auch mit Ausschluss der algebraischen 
Zeichensprache — seine allgemeine Methode an. 

Diese Methode stimmt in ihrer Grundidee, durch einzelne Um- 
läufe das Quadrat sukzessive zu bilden, „mit derjenigen Stifel's 
überein, weicht jedoch im Detail von derselben ab, denn während 
letzterer mit der Bildung von aussen nach innen fortschreitet, 
nimmt Frenicle beim 16zelligen Kernquadrat seinen Ausgangspunkt. 

Das (Quadrat von 196 Zellen (Fig. 23.) ist nach 
dieser Regel Frenicle’s gebildet. Man erkennt zunächst, 
dass das Kernquadrat, allgemein ausgedrückt, von der Form 


A An* 17 An 4 


An? — 4 6 7 An? — 7 
8 Int An 5 
Ant —-53 3) 2 4n? 


sein wird, und diess ist in der That ein magisches Quadrat, 
indem ie Summe aller Reihen die Zahl (8n? + 2) ergiebt. Es 
handelt sich nunmehr darum zu erkennen, wie re Quadrat 
— um einen in der Determinantenlehre üblichen Ausdruck zu 
gebrauchen — ‚‚gerändert‘‘ werden müsse. 

In die Ecken treten (zyklisch von links nach rechts ge- 
zählt) die vier Zahlen: 9, 10, 4n? — 8, 4n? — 9, so dass die 
Diagonalen des neuen Quadrates die Summen 


93+1+6+4n" —5+4n?+4n?—-85=10 +4+7+4n?—6 
+ 4n?— 34 4n?— 9 = 12n? +3 


liefern. Nun bemerke man, dass je zwei einander in einem 
Umfang diametral gegenüberstehende Zahlen in Summe die 
Zahl (4n? + 1) besitzen; sind also, diesen Umfang vorläufig 


63) Ibid. 8. 442. 
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mit Ausnahme der Eckzellen noch unausgefüllt gedacht, zUB. 
%, %y %y, %&, die vier Zellen der obersten Zeile, Y,, Ya» Y» Y%ı 
diejenigen der ersten Kolonne, so hat man blos die beiden 
diophantischen Gleichungen 


I+- u + % +-%+2,+10=12n?’+3, 
Hu tntntn tim 9-12 +3 


ganzzahlig aufzulösen und in jedes dem x, oder y, gegenüber- 


liegende Feld bezüglich die Zahl 
(4n? +1 — x,) oder (An? +1 — y,) 


einzutragen, denn dann hat man für die unterste-Zeile und für 
die letzte Kolonne resp. 


10 +44n +1) — y —y—Y — Y+4n?—8=12n?+B3, 
BE FA ARE LI) a a, a An 8 
— 12n? +35, 


wie die Aufgabe verlangt. Für jede andere Zeile oder Ko- 
lonne aber ist entweder 


%+t4n+1—-%,4+8n?+2=12n’-+35, 


Y„+t4n"+1— „+8n"-+2=12n?+3. 


Hiermit wäre also für das 36 zellige Quadrat die Sache 
erledigt. Nur ist noch die Bemerkung zu machen, dass die 
ganzzahligen Werthe, welche den obigen unbestimmten Glei- 
chungen genügen, innerhalb gewisser Grenzen eingeschlossen 
sein müssen. Ohne uns aber hierbei aufzuhalten, stellen wir 
sofort die Methode des Frenicle in allgemeinster Weise fol- 
gendermassen fest. 

Geselzt, man habe mit Zugrundelegung des oben ungegebenen 
Kernquadrates einstweilen ein magisches: Quadrat von As? Zellen 
(s <n) hergestellt, und es soll dasselbe nunmehr gerändert werden. 
In dem Quadrat, das vorliegt, kommen alle Zahlen zwischen 1 
und M (dasnachher bestimmt werden soll), sowie zwischen (4n?— M--1) 
und 4n? vor. Dann schreibe man in die 4 Eckzellen des neu zu 
bildenden Ouadrates bezüglich die Zahlen (M-+1), (M+2), (4n?-- M) 
(4n? — M — 1) ein und bezeichne, wie oben, die Zellen der ersten. 


oder 
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Zeile und Kolonne durch x und y. Diese Grössen müssen ganz- 
zahlig sein und den beiden Gleichungen) 


26-1) 2 
OM 312%, SR ap Asc. 4, a (er Desc.4n?— 3,4 
pl 
4 4n?-+1, 
p=2(s—1) 2 (s—1) 
An+ ‚„Zyp = &Ar. Pr. Asc. 4, Ber Yan Desc. 4n? — 3, 4 
a! 
+4n?’+1 


genügen, dürfen dabei aber nur zwischen den Grenzen 
M-+2(2s — 1) und 4n"— M-+-1—2(2s—|]) 
enthalten sein. In dieser Weise ist denn der Umlauf von 
4(2s —]) 


Zellen independent gebildet, sobald die beiden Zahlen n und s ge- 
geben sind. 

Die hier noch unbestimmt gelassene Zahl 7 bestimmt sich 
leicht folgendermassen. Behalten wir die frühere Schreibweise 
bei, so ist 


2 (s—2) 
M= [2 Ar. Pr. Asc.19, 4) — 1. 


Man erkennt, wie man durch diese Methode alle geraden 
magischen Quadrate sehr leicht bilden kann; dieselbe ist aller- 
dings insofern allgemeiner als die, welche Frenicle ver- 
muthlich selbst befolgte, als sie nicht blos ein bestimmtes, 
sondern alle denkbaren Quadrate liefert. Ist auch die Auf- 
lösung der verschiedenen unbestimmten Gleichungen nicht 
wohl ohne Probiren zu leisten, so ist doch andererseits diess 
Tatonnement ein streng geregeltes. 

Einen glänzenden Beweis seiner Arbeitskraft wie seines 
rechnerischen Talentes gab Frenicle noch dadurch, dass er 
ın einer Riesentabelle®*) sämmtliche magische Quadrate zu- 
sammenstellte, welche sich bei 16 Zellen bilden lassen. Seine 


*) Die hier benützte abgekürzte Bezeichnungsweise ist leicht verständ- 
lich; das erste Symbol bedeutet eine aufsteigende arithmetische Reihe 
zweiter Ordnung von (s— 1) Gliedern, mit Anfangsglied 4 und Differenz 4, 
das zweite eine ebensolche absteigende mit Anfangsglied (4n? — 3) und 
Differenz 4. 








64) Ibid, 8. 484 ff. 
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Absicht war dabei, die laut gewordene Behauptung, es sei die 
Anzahl der möglichen Variationen keine sehr bedeutende, durch 
die That zu widerlegen, und wirklich fand er deren 880. 

Frenicle ist unter den bedeutenderen Autoren der letzte, 
welcher sich mit blosser Angabe und raissonnirender Behand- 
lung der einzelnen Regeln begnügte*), von nun ab wird uns 
die Arbeit insofern sehr erleichtert werden, als wir meisten- 
theils auch gleich die Beweise vorfinden und dieselben nicht 
mehr selbst beizufügen genöthigt sind. 

$. 19. Von den so überaus zahlreichen Abhandlungen 
De la Hire’s über alle Zweige des grossen Disziplinen-Kom- 
plexes, welchen man damals mit dem Namen Mathematik be- 
zeichnete, beschäftigen sich auch zwei mit den magischen 
Quadraten. Die erste derselben ®) ist von besonderem Werthe, 
weil sie eine kurze auch von uns bereits benützte geschicht- 
liche Uebersicht, sowie auch ein Referat über das Werk von 
Poignard‘®) enthält. Dieses Referat scheint hinlänglich genau 
zu sein, und so beziehen wir uns denn ausschliesslich auf das- 
selbe; das Buch selbst konnten wir uns nicht verschaffen, und 
in einer anderen uns zugänglichen Schrift) desselben Ver- 
fassers fanden wir, wider unsere Erwartung, gar keine Stelle, 
die den magischen Quadraten gewidmet wäre. 

De la Hire zeigt nun, dass Poignard im Wesentlichen 
zwei neue Methoden in Vorschlag gebracht habe, davon sei 
jedoch die erste nicht wirklich neu gewesen, sondern komme 
mit der der Inder (s. $. 1.) überein, die zweite dagegen, eine 
Erweiterung der ersten, sei in der Allgemeinheit, wie sie ihr 
Urheber ausgesprochen, unrichtig und gelte, streng genommen, 
nur für Primzahlen-Quadrate®°), 








*) Hierbei muss jedoch zur Steuer der Wahrheit bemerkt werden, 
dass Fr&nicle seine Arbeiten nicht für den Druck bestimmt hatte, son- 
dern dass wir hier eigentlich seine Konzepte vor uns haben. De la 
Hire bekam die Papiere zur Durchsicht, und da sie ihm, selbst in dieser 
Form, mit Recht des Interessanten genug zu enthalten schienen, so nahm 
er, wie die Vorrede zu dem Sammelband ausdrücklich hervorhebt®5), 
keinen Anstand, sie darin zu publiziren. 


65) Ibid. Preface. 66) De la Hire, Nouvelles constructions et con- 
siderations sur les quarres magiques avec les demonstrations, M&m, de l’acad. 
royale des sciences, Annde MDCCV, S. 127 ff. 67) Poignard, Trraite des 
quarres magiques, Bruxelles 1704. 68) Id. L’arithmetique, enseignee par 
principes, ibid. 1733, 69) De la Hire, S. 169. 
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„Poignard war hierbei offenbar durch Fr&nicle inspirirt; 
ebenso wie dieser (s. den vorigen Paragraphen) die Bachet’sche 
Terrassenmethode als einer grossen Erweiterung fähig nach- 
gewiesen hatte, glaubte er, nachdem er, vermuthlich spontan, 
die indische Methode erworben hatte, auch hier eine ähnliche 
Variation anbringen zu dürfen. 

Hat man ein magisches Quadrat von ungerader Zellenzahl 
(2n + 1)? gebildet, so könnte man, nach Poignard’s Meinung, aus 
demselben ein neues dadurch herleiten, dass man in je zwei Trans- 
versalreihen, deren Zellenzahl zusammen (2n + 1) beträgt, die 
Zahlen willkürlich vertauschte und die übrigen Transversalreihen 
entsprechend behandelte. 

Dass diess jedoch nicht der Fall ist, hat De la Hire 
durch ein Beispiel dargethan. Das zur Seite abgebildete 81zellige 
51 55 68 80 3 13 20 36 43 Quadrat ist nach dieser Poig- 
58 65 81 715 19 32 44 48 nard’schen Methode konstruirt, 
64 77 812 22 29 45 52 60 und in der That liefern sowohl 
74 9 16 24 28 41 55 57 67 die Zeilen und Kolonnen wie 
5 17 21 31 38 54 61 69 73 auch die zweite*) Diagonale die 
18 25 33 37 50 62 66 76 2 Summe 369; die in der ersten 
26 30 40 47 65 70 78 1 14 Diagonalreihe stehenden Zahlen 
34 42 46 59 71 75 4 11 27 dagegen betragen zusammen 
393 .49:,56:-72:79.2 6.10.2335 322. 

Ist freilich (2n + 1) eine Primzahl, so ergiebt das Ver- 
fahren ein durchaus richtiges Resultat. 

Was nun De la Hire’s selbstständige Leistungen betrifft, 
so ist dabei zu bemerken, dass er das Wort ‚Magisches Qua- 
drat“ in einer anderen Bedeutung nimmt. Er ist nämlich von 
folgender Definition ausgegangen: 

Sind in die Zellen eines Quadrates von m? Zellen m wil- 
kürlich gewählte Zahlen so vertheilt worden, dass alle Zeilen, 
Kolonnen und Diagonalen je eine dieser m Zahlen enthalten, so 
hat man ein magisches Quadrat. 


Die von unserem Autor betrachteten Quadrate sind aus- 
schliesslich ungerade und für sie giebt er eine elegante un- 


*) Wir bedienen uns hier wieder, der Kürze halber, der bequemen 
Terminologie des Determinantenkalküls 79), 


70) Günther, Determinantentheorie, S. 33. 
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mittelbar verständliche Regel, ‘die etwa so auszusprechen sein 
dürfte: 

Man fasse das Quadrat wiederum als eine in m? Zellen ein- 
getheilte Kugel auf, schreibe in die Zellen einer beliebigen Zone 
die m Zahlen beliebig ein und betrachte jede so ausgefüllte Zelle 
als Ausgangspunkt einer in dem nämlichen Sinne fortgesetzten 
Springerbewegung, alle von derselben getroffenen Zellen erhalten 
die nämliche Zahl. 


Nach dieser Regel hat De la Hire’!) das Quadrat von 
28 7 042 35 21 14 49 Zellen gefertigt, das wir hier vor 
42 55 21 1428 7 0 uns sehen. Es erhellt, dass hierbei 
14 23 7 042 35 21 nothwendig m eine ungerade Zahl sein 
0 42 35 21 14 28 7 muss, denn anderenfalls würde der 
21 1428 7 04255 nämliche Term in gewissen Reihen 
7 042 35 21 14 28 zweimal, in anderen dagegen gar nicht 
35 21 14 28 7 042 vorkommen können. 


Die Konstruktion solcher magischen (Juadrate ist übrigens 
lediglich eine Vorbereitung für die, Lösung der Aufgabe im 
sonst üblichen Sinne. De la Hire verwendet nämlich diese 
Präliminarien in folgender äusserst geschickter Weise ’?): 


Soll ein Quadrat von (2n + 1)? Zellen hergestellt werden, so 
bilde man zwei Hülfsquadrate dieser Zellenzahl (,,premier‘‘ und 
„second quarre“). Das erste fülle man durch die Zahlen 


1, 2,3..,2n +1 


in der soeben beschriebenen Weise aus, das zweile ebenso durch 
die Zahlen 


0, 1I2n +1) 22n-+1)...2n(2n-+ 1); 


nur muss bei diesem zweiten die kontinwrliche Springerbewegung 
im enigegengeselzten Sinne erfolgen. Hierauf addırt man die in 
homologen Zellen der zwei Quadrate befindlichen Zahlen und erhält 
so ein driltes magisches Quadrat, in dem alle Zahlen zwischen 
l und (2n+-1)? vertreten sind, das sogenannte ‚‚quarre parfait“. 


Als Beispiel mag nachstehende Zusammenstellung gelten: 





71) De la Hire, 8. 138, 72) Ibid. 8. 187 ff. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, 16 
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Premier Quarre. Second Quarre. Quarre parfait. 
3A 13.6.7908 22 
5.0452:.93.312,.205 152910255). 0..0:25 219-1 2a 
A 97. 0420,2157710 7.7.3: 220 
18.0472, 32 4el5b Al BEREIT) 16.2:.15° ges 2u0 
NE RE, 20 El 4. 22 IS Dias) 


De la Hire beweist seine Regel und lehrt sie in mannig- 
fachster Weise modifiziren, unter anderem auch so, dass nicht 
bloss magische, sondern sogar doppelt-magische Quadrate ent- 
stehen, jedoch bleibt der Grundgedanke im Wesentlichen der- 
selbe. 

In ganz analoger Weise wird in der zweiten Abhandlung, 
deren wir vorhin Erwähnung thaten, das Quadrat von 16n? 
Zellen gebildet; die Grundregel wird stets beibehalten, aber 
aufs Eleganteste nach allen Seiten variirt. Mit Bezugnahme 
auf das oben Gesagte wird man aus dem folgenden Exempel, 
welches — jedoch mit Ausführung des dort blos angedeuteten 
Schemas — mit einem der zahlreich im Originale vorkommenden 
übereinstimmt ’®), den Geist des Verfahrens entnehmen können: 

Primitif I. Primitif II. Parfait. 
35127846 24 32 24 32 32 24 32 24 273725 34 39 32 36 30 
6487.2.153°»056..056 56 056. 0°76.602863:58 71613 
85127846 .16 40 16 40 40 16 40 16 1945 17 42 47 24 44 22 
648721553 45 848 8 848 848 5412561510491351 
64872155 848 84848 848 5 1452165550. 955311 
35127846 4016 40 16 16 40 16 40 45 2141 1823482046 
64872153 56 056 O0 056 056 62 464 7 257 559 
35127846 32248224 24522432 35293326 21402858. 


Zum Schlusse’*) reiht sich dann noch eine Konstruktion 
„des Quarres Magiques par enceintes‘‘ an, dieim Sinne Stifel’s 
(s. $. 14.) von aussen her durch einzelne Umläufe (Doppel- 
gnomone) die Figur sukzessive aufbaut. 

$. 20. Hatte sich De la Hire vorzugsweise darauf be- 
schränkt, einen resumirenden Ueberblick über die zu seiner 
Zeit bereits vorliegenden Methoden zur Lösung der Funda- 
mentalaufgabe zu geben und diese selbst unter verschiedenen 
neuen Gesichtspunkten zu behandeln, so gieng sein Nachfolger, 


73) De la Hire, Des quarres magiques dont la racine est un nombre 
pair, Ibid. S. 371. 74) Ibid. S. 378 ff. 
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der als scharfsinniger Forscher auch sonst*) bekannte Sauveur, 
auf ein viel weiter gestecktes Ziel los. Diess entnehmen wir 
sogleich aus den Eingangsworten seiner Arbeit; denn nachdem 
er die Einfachheit und Allgemeinheit der von ihm zu ent- 
wickelnden Methoden gerühmt, fährt er’”) fort: ‚‚Pour montrer 
la fecondite des principes que j'etablis, J'ajoüute les Quarres com- 
posez, les Enceintes, les Croix, les Chassis et les Cubes magiques‘“. 

Da hier somit eine exakte Theorie der Zauberquadrate an- 
gestrebt ist, so sieht sich Sauveur genöthigt, eine Anzahl 
neuer Definitionen vorauszuschicken. Hier finden sich zuerst 
die Termini ‚premiere‘‘ und „seconde diagonale“, jedes Quadrat 
wird durch zwei durch den Schwerpunkt den Seiten parallel 
gezogene Gerade in vier „quartiers“ getheilt, und dergleichen 
mehr. Dieser Definitionskonnex erschwert natürlich das Studium 
sehr, und überdiess muss man gestehen, dass der Verfasser 
von dem glücklichen Talente seiner Landsleute, deutlich und 
präzis zu schreiben, ziemlich verlassen ist; diess mag wohl 
auch der Grund sein, warum man, trotz ihrer wissenschaft- 
lichen Bedeutung, Sauveur’s Abhandlung so selten zitirt 
findet. 

Die Vorschriften zur Bildung ungerader Quadrate stützen 
sich auf eine tief durchdachte Symbolik. Jeder in ein Feld 
eingetragene Term wird aus zwei Zahlen zusammengesetzt ge- 
dacht, deren eine der Reihe A,, A4,... angehört, während die 
zweite in der anderen Reihe p,, ?, ... sich finden muss. Dann 
gilt die Regel: | 

Jede Zahl eines magischen Quadrates von (2n + 1)? Zellen 
kann betrachtet werden als eine Summe von der Form 


4; + Pk» 
und zwar umfasst die Reihe A alle Zahlen zwischen 1 und (2n+1), 





*) Derselbe kann als der eigentliche Begründer einer physikalischen 
Musiktheorie angesehen werden’5), und hat sich auch, wie Chasles’”‘) 
bemerkt, mit verschiedenen damals schwierigen geometrischen Fragen 
erfolgreich beschäftigt. 


75) Whewell, Geschichte der induktiven Wissenschaften, deutsch von 
J. J. v. Littrow, 2. Theil, Stuttgart 1840. S. 330. 76) Chasles, Geschichte 
der Geometrie, deutsch v. Sohnke, Halle 1839. S. 240. 77) Sawveur, 
Construction generale des quarres magiques, M&em., de l’acad. Annde MDCCX. 
B. 92. 
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beziehungsweise (— n) und. (+ n), 0 eingerechnet, ‘die Reihe p 
dagegen alle Vielfachen von (2n +1). 

Die hier angedeutete Zusammensetzung kann nun in sehr 
verschiedener Weise vorgenommen werden; Sauveur’°) unter- 
scheidet viererlei Methoden, nämlich ‚1. par diagonales,; 2, par 
indices; 3. par la methode mixte; 4. par la methode desordonnee“. 
Ohne uns auf eine nähere Schilderung der Verschiedenheiten 
einzulassen, begnügen wir uns an einem Beispiel die Verwend- 
barkeit jener Zerlegung nachzuweisen. 

Es sei7Ad, = 10, 4, =D, FA 20,224, a0 
und pres, dm Am 1, Do ann 
man als schematisches und wirkliches Quadrat resp. die fol- 
genden: 


A+m k+mr 4s+% +, 44m 131024 117 
A +p, AT+pP, AtrPp, AA+p AA+rp, 1612 825 4 
4,7%: 4+%, +, +9 44 Pı 51911723 
4+%, 491 mr AtPp %tp 22 52014 6 
44%, +9, 4%; 449 At BP 921 21815. 


Man erkennt leicht, dass diese Methode im Grunde nichts 
weiter als eine wissenschaftliche Durchbildung des hübschen 
Kunstgriffes von De la Hire ist, mit welchem wir uns im 
vorhergehenden Paragraphen zu beschäftigen hatten. 


Unter den zahlreichen zum Theil auf älteren Vorarbeiten 
basirenden, zum grossen Theil jedoch völlig neuen Verfahrungs- 
weisen, welche Sauveur vorführt, scheint die Methode ‚,‚Par 
Reciprocation‘‘ besonderes Interesse zu verdienen’?) und mag 
deshalb hier noch kurz besprochen werden. Dieselbe giebt 
nämlich eine Anweisung: 


dus einem vorliegenden magischen Quadrate durch Umtausch 
gewisser Felder fortwährend neue magische Quadrate herzustellen. 


Zu diesem Zwecke charakterisirt man jede Zelle durch 
zwei unseren Indizes entsprechende Bestimmungsstücke; die 
Art und Weise wird aus dem in diesem Sinne ausgefüllten 
Quadrate von 64 Zellen erhellen, welches wir hier wieder- 
geben: 





78) Ibid. 8. 98. 79) Ibid. 8. 120. 
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In diesem schematischen Quadrat, welches also in Wirk- 
lichkeit durch die Zahlen 1—64 ausgefüllt ist, wählen wir zwei 
beliebige der nämlichen Zeile angehörige Zellen, etwa die (in 
dem Schema umgrenzten) mit den Zahlen (— 74-3) und 
(7A—5). Zu diesen nehme man zwei andere der entsprechenden 
Zeile („bande analogue“ nach Sauveur) hinzu, die so be- 
schaffen sind, dass sie mit jenen beiden kombinirt Null ergeben, 
also (7’A— 3) und (— 74-5). Die Differenz der unteren Zahlen 
in beiden ist bezüglich — 2, und nun wähle man in zwei 
anderen homologen Zeilen je zwei weitere Zellen, die sich 
unter einander ebenso verhalten, wie die soeben betrachteten, 
solche sind z. B. (84 +5), — 34 — N); (—34 —5), SA +7). 
Dann gilt der Satz: 

Vertauscht man symmetrisch vier in der angegebenen Weise 
bestimmte Zellen gegen vier andere zusammengehörige, so bleibt 
der Charakter des magischen Quadrates erhalten. 

Was Sauveur’s Ausdehnung des Grundproblems auf Um- 
läufe, Kreuze und Netze betrifft, so ist es, wenigstens für die 
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beiden ersten Gebilde, evident, dass sie sich unter die all- 
gemeinen Regeln, die bereits für die ganzen Quadrate vor- 
liegen, ohne Schwierigkeit bringen lassen. Auch für die Netze 
unterliegt diess keinem Zweifel, sobald man deren eigentliche 
Natur kennt, -und wir fügen deshalb Sauveur’s Erklärung 
dieser letzteren bei°®): „Ze Chassis*) est un assemblage de deux 
ou de plusieurs bandes verticales, ei d’aulan! de bandes horizon- 
tales, mais qui sont separez les unes des autres, et dont les ver- 
ticales coupent les horizontales dans les diagonales, en sorte que le 
Quarre magique qui se trouve separe par ce Chassis, forme avec 
lui un Quarre total qui est encore magique‘“‘. Man kann also in 
gewissem Sinne sagen: Ein magisches Netz ist mit einem 
magischen Rechteck identisch. 

Was schliesslich den magischen Würfel anlangt, so können 
wir uns sehr kurz fassen, wenn wir bemerken: 

Die Konstruktion eines magischen Würfels erfolgt genau nach 
den Prinzipien, welche bereits für Quadrate aufgestellt sind; nur 
muss jede in eine Würfelzelle eingeschriebene Zahl nicht mehr aus 
zwei, sondern nunmehr aus drei Summanden zusammengesetzt 
werden, deren jede einem bestimmten Systeme ganzzahliger Werthe 
angehört. 

Zur Unterscheidung dieser drei Systeme verwendet unser 
Autor°?) drei Alphabete, das grosse und kleine lateinische und 
das griechische — ein solcher Würfel von 125 Zellen stellt 
sich uns in Fig. 24 dar. 


$. 21. Die Erhebung der bisher noch ziemlich inkohärenten 
Lehre von den magischen Quadraten zu einer wirklichen ma- 
thematischen Theorie war das Ziel, welches Sauveur vor 
Augen hatte; seinem Nachfolger, D’Ons-en Bray, war es 
lediglich um elegante Konstruktionsmethoden zu thun. Seine 


*) Wir haben das Wort „Chassis“ hier mit „Netz“ wieder- 
gegeben, weil es als solches, wohl auch als ‚Gitter‘ in älteren deutschen 
Werken mathematischen Inhalts vorkommt; man vergleiche z. B. Hinden- 
burg’s kombinatorische Untersuchungen®!) über das Dechiffriren von 
Gitterschriften. 


80) Sauveur, 8.124. 81) Hindenburg, Zusatz zu dem Aufsatz „Ueber 
Gitter und Gitterschrift,‘“ Archiv d. reinen u, angew. Mathem., 2. Band. 
S. 87 ff. . 82) Sauveur, 8. 129. 
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erste Methode®?) zur Anfertigung gerad-gerader Quadrate läuft 
auf die zweite Regel des Moschopulos hinaus: 

Man theill das Quadrat von 16m? Zellen in m? Einzelquadrate 
zu je 16 Zellen; dieselben mögen, stets von links nach rechts ge- 
zählt, als les, 2tes ...ptes bezeichnet werden. Ist dann etwa 


[a1 754,301, das pte Quadrat, so hat man zu setzen: 
7,4973, A, —1+8&P-1),a,=4+8(p1), au =64+8(P-1), 
Ay, 435433, dy=1+8(p—1), a5 =2+8(r—1), a =5+8(pl), 
A 42 4454, A —d-+8(p-1),a,—=8+8(p—1); a,—16m’—8(p—]), 
a,=16m?’—8(p—D)-3, 0,,—=16m?’—8(p—1)—5, a,,=16m?—8(p-1)—6, 
4,,=16m?—-8(p—1)—1, a,5=16m? - 8(p -1)—2, a, =16m?—8(p—1)—4, 
4, =16m?—8(p-)—"- 


Die zweite Methode®') konstruirt ungerad-gerade Quadrate 
durch Umläufe und legt Gewicht darauf, das nach Wegnalhme 
des äusserten Umlaufs restirende Quadrat selbst wieder zu 
einem magischen zu machen. Diess innere Quadrat ist aber 
ein gerad-gerades, und so gewinnt man denn durch Rücksicht- 
nahme auf das soeben auseinandergesetzte Verfahren nach- 
stehende in Wirklichkeit unübertrefflich elegante Konstruktion: 

Hat man ein magisches Quadrat von [2 (2m + 1)? Zellen zu 
bilden, so betrachte man zuerst ausschliesslich das innere Quadrat 
von (2. 2m)? Zellen und mache dieses nach der vorigen Regel 
magisch, indem man jedoch bloss die Zahlen der Reihe 


8m +3 bis [2 (2m + 3)? — (Sm + 5) 


zur Ausfüllung verwendet. Alsdann füge man den noch fehlenden 
Umlauf hinzu und fülle denselben mit den noch übrig gebliebenen 
Zahlen dergestalt aus, dass je zwei in Zeile oder Kolonne sich 
gegenüberstehende Zellen desselben zwei in Summe der Zahl 


Bem +yp+1 
gleiche Werthe erhalten. 
So ist das untenstehende Quadrat von [2(2.2-+-1)]? Zellen 
konstruirt; der Uebersichtlichkeit halber schliesst sich der 
äussere Umlauf nicht unmittelbar an das innere Quadrat an: 





83) D’Ons-en Bray, Methode facıle pour faire tels quarres magiques 
que Von voudra, Mem, de l’acad. Annee MDCCL, 8. 242. 84) Ibid. 
S. 253. 
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$. 22. Wir kommen nun zu dem letzten Vertreter jener 
in $. 18 gekennzeichneten Bestrebungen französischer Gelehrten. 
Rallier des Ourmes war nicht eigentlich Mathematiker von 
Fach, aber er beschäftigte sich eifrig mit zahlentheoretischen 
Untersuchungen, vertrat diese Disziplin in der Redaktion der 
grossen Eincyklopädie und kam so naturgemäss auch zu den 
magischen Quadraten, über die er eine umfassende Abhand- 
lung?) verfasste. 

Dabei leitete ihn weniger die Absicht, neue und originelle 
Schöpfungen hervorzubringen, vielmehr erwarb er sich ein ent- 
schiedenes Verdienst durch Verifikation bereits bekannter Me- 
thoden. Vor Allem der ersten Methode des Moschopulos 
widmet er eine sehr eingehende Aufmerksamkeit°®) und stellt 
sie zu diesem Zwecke in einer neuen sowohl für die praktische 
Anwendung wie auch für den Beweis sehr brauchbaren Form dar. 

Sehr gründlich ist auch seine Diskussion der verschiedenen 
die Umläufe zu Hülfe nehmenden Methoden®”); Neues bringt 
er nicht, aber vom rein mathematischen Standpunkte aus sind 
seine Bemühungen vielleicht höher anzuschlagen, als die man- 
ches seiner Vorgänger, die zum Theil regere Erfindungskraft, 
nicht aber seinen Takt in der Behandlung algebraischer Aus- 
drücke besassen. 

Nachdem wir im Vorstehenden den französchen Koryphäen 
gerecht zu werden gesucht haben, erwähnen wir noch kurz 
einiger ihrer Landsleute, die nebenher ein paar Beiträge zur 


85) Rallier des Ourmes, Memoire sur les quarres magiques, Mem. de 
l’acad. Annee MDCCLXII. S. 196 f. 86) Ibid. 8. 212 fl. 87) Ibid. 
S, 218 ff. ; 
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Lehre von den Zauberquadraten lieferten. Vor Allem ist hier 
La Loubere, der von uns bereits Eingangs dieses Kapitels 
genannte Reisende anzuführen, welcher uns die Kenntniss der 
sogenannten indischen Methode vermittelt hat. Der Gegenstand 
hatte ihn so angeregt, dass er, in Gemeinschaft mit seinem 
Freunde Malezieu°®), noch weiter darüber nachdachte, und 
vor Allem suchte er für die geradzelligen Quadrate eine Me- 
thode zu erdenken, welche der indischen für die ungerad- 
zelligen entspräche. Ohne mit der einschlägigen Literatur ver- 
traut zu sein, suchte er sich aus den von Agrippa v. Nettes- 
heim (s. 8.10.) vorgeführten Beispielen Regeln zu abstrahiren, 
und gelangte so zu einem Verfahren, welches für gerad-gerade 
Quadrate mit dem des Moschopulos konform ist, für ungerad- 
gerade dagegen selbstständig diess letztere erweitert. Man wird 
dem hier mitgetheilten Probequadrat von 100 Zellen unschwer 
das Charakteristische des Verfahrens entnehmen können °°): 


102:.90.11,080. 045,06: 35 5.147.935 E10 
002:12,.933:387, 15.416 .845583:,19a11 
20013 093,694204637.715.,1.121.28.:.72821 
31 69 33 34.66 65 37 38 68 70 
60 42 58 57 45 46 4 53 49 5l 
41 52 48 47 55 56 54 43 59 50 
61 39 68 64 35 36 67 68 32 40 
A113 43014490.425347731.7835 221571 
205,.82748.17..85.786 1407134589" 81 
I 0 OBERE 9100: 


Natürlich hat auch Ozanam, der französische Schwenter, 
von den magischen Quadraten, die so recht für seine Zwecke 
gemacht schienen, Notiz genommen und ihnen in seinem Sammel- 
werke einen relativ grossen Raum angewiesen 9%). Jedoch be- 
handelt er bei ungeraden Quadraten lediglich die Methode des 
Moschopulos sammt der ihr durch Bachet zu Theil ge- 
wordenen Erweiterung und bei geraden begnügt er sich spe- 
zielle Fälle anzufübren. Auch diejenigen Quadrate, welche als 
Fortschreitungsgesetz der einzelnen Terme die geometrische 
Progression zeigen, werden kurz betrachtet, und zum Schluss 

88) La Loubere, Du royaume de Siam, 8. 266. 89) Ibid. 8. 273, 
90) Ozanam, Kecreations mathematiques et physiques, tome L, A Paris 
MDCCXXV. 8.82 fl. 
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folgt noch eine kleine Erweiterung der Theorie selbst®'): „Des 
Quarrez Mugiques en proportion harmonigque‘“. KEigentliche Kon- 
struktionsregeln fehlen indessen, und es begnügt sich der Ver- 
fasser, in einem speziellen Fall das Wesen eines solchen 
magischen Quadrates hervortreten zu lassen. Ein derartiges 
„harmonisches“ Quadrat von 9 Zellen ist das folgende: 


2ac 





a 1% C 
2a be 2abe_ 
a+b b+c 2ab+ac— be 

2abe abe 

b 2actab—be ab+tac—be 


Auch in seinem mathematischen Wörterbuch °?) schaltet 
Ozanam einen kurzen Exkurs über dies Thema ein, und es 
wird das in einer deutschen Rezension dieses Werkes in den 
„Acta Eruditorum“ dem Buche als Vortheil angerechnet. 

$. 23. Kehren wir jetzt auf deutschen Boden zurück, um 
zu untersuchen, was dort geleistet wurde während jenes Zeit- 
raumes, der in der uns hier interessirenden Frage ein fran- 
zösisches Gepräge trägt. Gross ist: die Ausbeute nicht, nur 
Ein Name leuchtet uns mit freilich um so hellerem Glanze ent- 
gegen. 

Ungefähr zu gleicher Zeit mit Frenicle veröffentlichte 
der deutschpolnische Jesuit Kochanski eine kleine Abhand- 
lung über magische Quadrate®). Neu ist in derselben — ab- 
gesehen von der hier zuerst vorkommenden Erwähnung des 
magischen Würfels — seine Konstruktion der Subtraktions- 
quadrate (quadrata subtractionis), von denen wir nachstehend 
eine Probe geben: | 


1- . .5° 189172 12722177 1631777883 
19 4.5 159 1’ u15272454180 78 
12922917316 6 4.13 22 20 
87 Dieb 1d lt: Ser 22425 


23. 19 10.52 BE 


Bei einem Subtraktionsquadrat muss, wenn P\, Pa ° "Pr die 








91) Ibid. 8. 101. 92) Id. Dictionnaire mathematique, Paris 1690. 
S. 11. 93) Kochanski, Considerationes quaedam circa Quadrata et Cubos 
Magicos, nec non aliquot Problemata, omnibus Arithmophilis ad investi- 
gandum proposita, Acta Erudit. Annus 1686. 8. 391 fl. 
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in einer beliebigen Reihe (Zeile, Kolonne oder Diagonale) befind- 
lichen Zahlen sind, unter Vorausselzung der Ungleichheiten 


De 00 2 Da.” un, 
die algebraische Summe 


Pi Pa PD plane 
eine konstante Zahl sein. Je nachdem r eine gerade oder un- 


gerade Zahl ist, kommt ın dieser Summe das positive Zeichen — 


2. 
oder (3) — N) mal vor. 


Die Bildung solcher Quadrate fällt unter die gleichen 
theoretischen Gesichtspunkte wie die der gewöhnlichen, in- 
sofern man in dem die Lösung liefernden System diophan- 
tischer Gleichungen auch negative Zahlen zulässt. | 

Indem wir eine Reihe empirischer Schriften *), wie die von 
Rohlfs ®), Capito%) etc. der Vollständigkeit zuliebe blos 
kurz anführen, fassen wir mit kurzen Worten Alles zusammen, 
was im Laufe des siebzehnten Jahrhunderts von deutschen 
Gelehrten für unsere Spezialdisziplin geleistet wurde. 

Der bekannte Rechner Claussberg giebt in einem An- 
hang zu seinem weitläufigen Rechenbuche eine kurze Anweisung 
zur Verfertigung magischer Quadrate ”), die jedoch ganz auf 
Stifel’schen Grundsätzen beruht. Wissenschaftlicher gehalten, 
aber ebenfalls mit den oft genialen Untersuchungen der Fran- 
zosen nicht vergleichbar ist eine Studie von Vieth in Dessau. 
Derselbe ®®) stellt einige allgemeine Betrachtungen über solche 





*) Hierher gehört auch jenes eigenthümliche holländische Werk °*), 
in welchem wir früher irrthümlich die ersten Spuren der Bachet’schen 
Terrassenmethode aufzufinden geglaubt hatten. 


94) Veritas quadrata mathematica, physica, philologica, theologica, 
Amstelodami MDCCLXV, 95) Rohlfs, Künstliches Zahlenspiel, oder 
gründliche Anweisung, wie die sogenannten magischen Quadrate zu ver- 
fertigen, Buxtehude 1742. 96) Capito, Alle magischen Quadrattafeln zu 
verfertigen, d.ı. die Zahlen aller geraden und ungeraden Quadraten gründ- 
lich auszurechnen, leicht zu ordnen, und viele Millionenmal eben so leicht 
zu verändern, dass sie in die Länge, Breite, und über’s Creutz einerlei, 
und die verlangte Summe bringen, Glückstadt 1767. 97) v. Claussberg, 
Demonstrative Rechenkunst, Leipzig 1795. 8.1585 fi. 98) Vieth, Ueber 
die pythagorischen (sic) Tafeln, Leipz. Magazin f. reine u, angew. Mathem., 
2. Stück, S. 228 fi, 
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Gebilde an und giebt dann je eine Methode für gerade und 
ungerade Zellenzahl, welche er selbst erfunden zu haben be- 
hauptet; sie weichen jedoch von anderen bekannten in keiner 
Weise ab. Wichtiger als die Abhandlung selbst sind zwei 
Zusätze von Kästner und Hindenburg”), welche genaue 
historische Notizen enthalten. *) 

Obwohl bereits dem folgenden Jahrhundert angehörig möge 
doch auch noch die kurze rein didaktische Behandlung der 
Zauberquadrate hier ihre Stelle finden, die von Lorenz !?) 
herrührt. Ohne zu prätendiren, dass er irgendwie Neues vor- 
bringe, begnügt sich derselbe, für ungerade und geradgerade 
Zellenzahl je die erste Methode des Moschopulos auseinander- 
zusetzen; das Quadrat von 36 Zellen wird rein empirisch 
komponirt. 

$S. 24. Wir erwähnten weiter oben, dass Ein deutscher 
Mathematiker des achtzehnten Jahrhunderts über das Niveau 
hinausgegangen sei, auf welchem sich im Uebrigen seine Lands- 
leute bewegten. Merkwürdigerweise ist die betreffende Arbeit 
so gut wie unbekannt, nur wenige werden wissen, dass Leon- 
hard Euler, der — sehr im Gegensatz zu gewissen neueren 
Grössen — keinem Seitengebiete seiner Wissenschaft fremd 
blieb, eine voluminöse Abhandlung über die magischen Quadrate 
verfasst und in einer freilich dem literarischen Verkehr ziem- 
lich entrückten holländischen Zeitschrift niedergelegt hat 19%). 
Allerdings ist Euler’s Auffassung des Problems etwas von 
derjenigen verschieden, welche wir bisher fast ausschliesslich 


_— 


*) Den hier genannten geschichtlichen Uebersichten reihen sich die- 
jenigen an, welche ReussV), Müller !'"!) und Brandes!®) gegeben 
haben. Dieselben ergänzen sich sehr glücklich gegenseitig, und nur ihnen 
verdanken wir es, wenn es uns gelungen sein sollte, das so massenhaft 
vorhandene Material ohne wesentliche Lücke zusammengebracht und ge- 
sichtet zu haben. 


99) Hindenburg, Zusatz des Herausgebers, Ibid. S. 240 ff. 100) Beuss, 
Repertorium commentationum a societatibus litterarüis editarum, tom. VII., 
Gottingae 1808. 8. 29 #. 101) Müller, Auserlesene mathematische 
Bibliothek, Nürnberg 1820. 8. 226 fl. 102) J. 8. T. Gehler’s physi- 
kalisches Wörterbuch, 2. Aufl, 6. Band, Leipzig 1836. S. 636 ft. 

103) Lorenz, Lehrbegriff der Syntaktik und Kombinationslehre, Magde- 
burg 1806. 8.491 ff. 104) L. Euler, BRecherches sur une nouvelle espece 
de quarres magiques, Verhandelingen uitgegeven door het zeeuwsch Ge- 
nootschap der Wettenschappen te Vlissingen, Negende Deel. 8. 85 H, 
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vorgefunden haben; aber gerade deshalb bietet sie auch be- 
sonderes Interesse und giebt uns Gelegenheit, eine ganz neüe 
Seite in Euler’s wissenschaftlicher Thätigkeit zu erkennen. 
Bewundern wir in der Mehrzahl seiner Schriften die staunens- 
werthe Handhabung der analytischen Methode, so lernen wir ihn 
hier als eleganten Kombinatoriker kennen, der schon in mancher 
Beziehung die Regeln der kombinatorischen Analysis antizipirt. 

Bekanntlich gab zu einer grossen Anzahl Euler’scher 
Abhandlungen irgend eine zufällig sich ihm darbietende häufig 
triviale Frage Gelegenheit, die er dann nach allen Seiten aus- 
zubeuten verstand. So auch hier; zu seiner Untersuchung 
fühlte er sich provozirt durch eine Aufgabe, die er im Eingang 
mit folgenden Worten beschreibt: ‚‚Ceite question rouloit sur une 
assemblee de 36 Officiers de six differens grades, quil s’agissoit 
de ranger dans un quarre, de maniere que sur chaque ligne tant 
horizontale que verticale «l se trouve six officiers tant de differens 
caracteres que de Regimens differens‘“. 

Die Lösung dieser Aufgabe hält Euler — ohne sich aller- 

dings darüber völlig befriedigende Rechenschaft geben zu 
können — für unmöglich; denn von den drei Bedingungen, 
denen dieselbe zu genügen hat, können zwei auf sehr viele 
verschiedene Weisen erfüllt werden, ohne dass bei irgend einer 
derselben auch die dritte Berücksichtigung fände. Betrachtet 
man aber ein solches für die beiden ersten Bedingungen aus- 
reichendes Arrangement, wie z. B. das hier nebenstehende, so 
kann dasselbe ohne weiteres in ein magisches (Quadrat um- 
gewandelt werden: 
Baebfa.cöh. de ey [Bd Hat man ein solches Arrangement, 
bB ca fe ed a& dy denkt sich zwischen je einen latei- 
cy de aß b&E [OÖ ea nischen und griechischen Buchstaben 
dö fy e& cß ba ae das + Zeichen gesetzt und ertheilt 
ee ad by fa dß c& sukzessive den lateinischen Lettern alle 
f&E eß da ay ce bÖO Werthe der Zahlenreihe o,n,2n... 
(n — 1) n, den griechischen alle Werthe der Zahlenreihe 1,2,3...n, 
‘ so hat man, wie diess bereils Sauveur (s. S. 20.) ausgeführt hat, 
ein magisches Quadrat von n? Zellen. 

Um eine übersichtlichere Bezeichnung zu erhalten, wendet 
dann Euler!P5) anstatt dieser Buchstaben Zahlen an, so jedoch, 








105) Ibid. 8. 89. 
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dass er nunmehr eine symbolische Exponentenbezeichnnng *) 
einführt und 

Yd=6#t 
setzt. In. jedem solchergestalt gebildeten Quadrate werden 
dann n ‚„/ormules directrices‘“ unterschieden, d. h. n verschiedene 
Reihenfolgen der den aufsteigenden Grundzahlen beigesetzten 


Exponenten, wenn man von der Linken zur Rechten fort- 


schreitet. Wir stellen hier ein 49zelliges Quadrat seinen sieben 
„Bestimmungsreihen“ gegenüber: 

Li 3 SE ee 

DEE STE BF Le En 

33 6! 56 7> 1? 4 94 

44 A? 67 16 73 | 35 

55 en Ban 92 0 A 

BE TEA E15 rs 

14:48) 99°. 629 56 Aal 

Diese Bestimmungsreiken in möglichster Allgemeinheit für 
jedes n zu finden, ist Euler’s Absicht, und da eine generelle 
Methode hiezu nicht zu existiren scheint, so gilt es, die For- 
derungen zu spezialisiren. Euler sagt!"®): ‚‚Za formation des 
formules directrices est donc le premier et le principale objet dans 
ces recherches; mais je dois avouer, que jusquici je n’avois aucune 
methode sure qui puisse conduire a celle investigation“. 

Die Untersuchung zerfällt nun in vier Theile, je nachdem 
nämlich aus einer in willkürlicher Ordnung hingeschriebenen 
Bestimmungsreihe eine neue durch ‚‚sömple‘‘, ‚‚double“‘, ‚‚triple““ 
oder „guadrouple marche‘“ abgeleitet wird !"”), Es hat keine 
Schwierigkeit, diese Klassifikation beliebig weiter fortzusetzen, 
und so kann man im Sinne Euler’s folgende Definition auf- 
stellen: 

Es sei gegeben die Zahlenreihe 


1,2,8,45...n — Ln,n+-1...2n— 1 2n,2n 


AIOQTP$RVUON- 

ode [Ho 

OD Que mwmwe 

Deo Op oa w 

oiwvwwoaSJ—m jr 

Po - oıwMW 
DD 


aus ihr soll durch eine ‚„nfache Vertauschung‘‘ eine neue gebildet , 


werden. Dieselbe wird, wenn die zu verlauschende Reihe aus 





*) Diese Symbolik Euler’s bewegt sich, wie man leicht bemerkt, 
schon ganz im Geiste der durch Hindenburg eingeleiteten Neuerungen. 


106) Ibid. 8. 94. 107) Ibid. 8.97 fl. 
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der Anfangsreihe durch p(<n)fache Vertauschuny hervorgegangen 
ist, diese sein: 


p+1,P+23,p+3..n—1,1,2..p, ptHn+1l,p-+n-+2... 


Wie schon aus dem Obigen hervorgeht, begnügt sich 
Euler die Untersuchung nur für n=1, 2, 3, 4 zu führen; 
zahlentheoretische und kombinatorische Betrachtungen wechseln 
hierbei mit einander ab. 

Die Anwendung auf die Konstruktion wirklicher magischer 
Quadrate tritt hierbei in den Hintergrund, und nur an Einer 
Stelle !0®) gedenkt der Verfasser seines eigentlichen Vorwurfes. 
Wir begnügen uns deshalb auch, auf die Wichtigkeit dieser 
vergessenen, gewiss aber einer eingehenden Beachtung würdigen 
Leistung des grossen Mathematikers hingewiesen zu haben. 


$. 25. Wir schieben hier noch eine kurze Notiz über die 
Resultate ein, welche ein auf anderem Gebiete bekannterer 
Forscher, der Physiker Benjamin Franclin, bei seiner Be- 
schäftigung mit den magischen Quadraten erhalten hat. In 
einem Briefe an Uollinson!") erwähnt er es als eines eigen- 
thümlichen Umstandes, dass anscheinend kein englischer Mathe- 
matiker sich mit diesem Gegenstande beschäftigt habe, wohl 
deshalb, weil dem praktischen Sinne seines Volkes das Ver- 
gnügen an solchen ‚‚difficiles nugae‘‘ fehle. Ein gewisser ‚‚Sti- 
felius‘‘ habe ein Quadrat von 16? Zellen konstruirt; er aber 
gäbe eine andere Methode zu diesem Zweck an. Dieselbe ist 
nun in der That ganz originell, jedoch blos für gerad-gerade 
Zellenzahl anwendbar. Wir geben (Fig. 25.) sein Paradigma 
‚ wieder, dem die Eigenthümlichkeit des Verfahrens leicht ab- 
zusehen ist. Der Beweis wird sehr einfach zu erbringen sein, 
wie wir wenigstens für eine Reihenkategorie zeigen wollen. 
Betrachten wir eine der 2m Zeilen des Quadrates von (4m)? 
Zellen, in welchen abwechselnd eine der Zahlen 1, 2... 2m 
vorkommt, etwa diejenige, welche die Zahl p(>1, <2m) 
enthält. Aus der Zusammensetzung dieses Quadrates erhellt, 
dass die Zahlen dieser Reihe sich folgendermassen in zwei 
Klassen sondern lassen: 


108) Ibid. S. 143. 109) Franclin, Eaperiments and observations on 
Blectrieity ... To which are added Letters and Papers on philosophical 
Subjects, London MDCCLXIV. S. 350. 
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p 16m? — (p—]) 
Sm — (p— 1) 16m? — (m — p) 
Sm — (p—2) 16m? — (m —p — 1) 
16m — (p — 1) 16m? — (16m — p) 
16m — (p — 2) 16m? — (16m —p — |) 


Addirt man alle diese Zahlen und bedenkt, dass jede 


Klasse 2 m Summanden aufweist, so wird die Summe offenbar 
& —= 16m? 2m + 2m = 32m? + 2m, 


wie es denn in der That auch sein muss. Aehnlich, nur noch 
einfacher, lässt sich der Summenwerth der Kolonnen und Dia- 
gonalen verifiziren. 

Nicht zufrieden mit den magischen Quadraten selbst suchte 
Franclin noch allerhand Künsteleien an seinem Probleme 
anzubringen und bildete einen magischen Kreis. Da aber 
diese Erweiterung gar kein weiteres Interesse bietet*), so wird 
es hinreichen, das Wesen derselben mit des Urhebers eigenen 
Worten zu schildern. Er sagt!!!) von seinem Kreis: ‚,‚Iis 
properties, besides those mentioned in my former, are ıhese. Half 
the number in any radial row, added with half the central number, 
make 280, equale to the number of degrees in a semi-circle. Also 
half Ihe numbers in any one of the concentrie circles, taken either 
above or below the horizontal double line, wilh half Ihe central 
number, make 180. And if any four adjoining numbers, standing 
nearly in a square, be taken from any part, and added with half 
ihe central number, they make 180“. Die Anzahl der kon- 
zentrischen Kreise ist neun. | 

$. 26. Es war mit dem Beginn des neuen Jahrhunderts 
ein solcher Ueberfluss von wesentlich unverarbeitetem Stoff 
 zusammengekommen, dass vor Allem eine kundige Hand er- 
‘fordert wurde, um eine Sichtung‘ und Zusammenstellung des 
Materiales vorzunehmen. Dieses Verdienst, einen Extrakt aus 
den bedeutenderen Leistungen der vergangenen Jahrhunderte 
zu liefern und die ganz inkohärenten Einzelbearbeitungen zu 





*) Franclin’s Konstruktion ist auch nicht exakt; vielmehr soll !10) 
ein gewisser Dalby verschiedene Fehler in derselben aufgefunden haben. 





110) Muncke, 8. 639. 111) Frranclin, S. 354 ff. 
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einem Ganzen zu vereinigen, suchte sich ein wackerer deutscher 
Mathematiker,‘ Brandan Mollweide, zu erwerben, und man 
wird nicht anstehen, seine Bemühung wenigstens bis zu einem 
gewissen Grade für gelungen zu erklären. Seine Schrift!!?) 
zerfällt in zwei Unterabtheilungen. 

Die erste stellt zunächst — nach einer kurzen historischen 
Einleitung — das eigentliche Wesen der magischen Quadrate, 
sowie die leitenden Grundsätze fest, nach welchen bei ihrer 
Anfertigung verfahren werden muss. Dabei ist ein prinzipieller 
Unterschied zwischen der Auffassung Mollweide’s und der 
seiner sämmtlichen Vorgänger: 

Alle Gelehrte, welche vor Mollweide sich mit magischen Qua- 
draten befassten, legten eine theils bereits bekannte, theils von ihnen 
auf experimentellem Wege gefundene Methode zu Grunde, die sie 
hernach erst bewiesen und modifizirten; Mollweide aber fasst zuerst 
das Problem allgemein und zeigt: Zur Konstruktion eines magischen 
Quadrats von n? Zahlen 


di; d1,2 oo. Ann 


ist die Auflösung der 2(n + 1) Gleichungen 


ki 
BE ®+1) 
> BR Ware 5 3 











Kt 
in 
: ala? +1) 
Je “) DE I a 7 VE FEN 
ana aın)'e 5 ; 
ee! 
kn kzn 
nn? —-1) 
Ge k Br Dei, 2 
kl ki 


durch ganzzahlıge Werthe erforderlich. Moilweide hat also im 
Grunde zuerst die Bildung eines magischen Quadrates nalurgemäss 
formulirt als ein Problem der Zahlentheorie. 

Wenn aber auch diess Verdienst Mollweide unbedingt 
zugestanden werden muss, so hat er doch nur für die einfachsten 
speziellen Fälle einen Versuch zur Lösung gemacht. Vom 
elften Paragraph ab!!3) wendet er sich zu der Methode, die 
en durch Umläufe zu Re und sucht dieselbe ganz 


112) Mollweide, De quadratis etc. 113) Ibid. S. 11. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. 17 
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allgemein algebraisch festzustellen. Wir brauchen uns hierbei 
nicht aufzuhalten, denn wir haben schon früher auf diese seine 
Bestrebungen, die Verfahrungsweisen von Stifel, D’Ons-en- 
Bray etc. in die Sprache der neueren Mathematik einzukleiden, 
mehrfach hingewiesen. 

Der zweite Theil der Schrift!!#) diskutirt die verschiedenen 
Methoden des Moschopulos; jedoch glauben wir, dass seine 
Betrachtungen denjenigen, durch welche wir die Richtigkeit 
jener darzuthun versucht haben, an Uebersichtlichkeit nach- 
stehen. Am Schluss ist dann noch kurz von doppelt-magischen 
Quadraten die Rede. 

Alles in Allem ist das, was Mollweide an Theorie giebt, 
wie wir schon bemerkten, für jene Zeit sehr verdienstlich; da- 
gegen vernachlässigt er die eigentliche Praxis, die doch hier 
ganz besonders ins Gewicht fällt, fast gänzlich. Diesem Mangel 
abzuhelfen ist offenbar der Abschnitt bestimmt, welchen er in 
seiner Fortsetzung des Klügel’schen Lexikons den magischen 
@Quadraten widmet, und der, ohne sich auf eigentlich wissen- 
schaftliche Erörterungen einzulassen, eine sehr deutliche An- 
weisung zur wirklichen Formation solcher Gebilde enthält, und 
zwar mit Bezugnahme auf historische Entwickelung der Lehre. 
Wir haben im Vorstehenden so oft schon Bezug auf dieses 
Werk genommen, dass eine Neubehandlung lediglich als eine 
Rekapitulation anzusehen wäre. 


$S. 27. Nach Mollweide vergeht wiederum eine lange 
Zeit, ohne dass der Geschichtschreiber eine namhafte Leistung 
auf diesem Gebiete anzuführen hätte. Eine im Jahre 1837 
erschienene Schrift von Hohndell!!5) scheint auf einem ziem- 
lich handwerksmässigen Standpunkte zu stehen; wir konnten 
sie nicht selbst vergleichen, sondern beziehen uns lediglich auf 
das Urtheil eines Mannes, der, ohne studirter Mathematiker 
zu sein, doch bedeutende mathematische Kenntnisse besass 
und besonders in unserem Fache eines gewissen Rufes genoss. 
Es ist diess C.W. Zuckermandel, der sich als Privatlehrer 
in Nürnberg aufhielt und daselbst ein kleines Werk über die 
Zauberquadrate schrieb '19). 


114) Ibid. S. 37 ff. 115) Hohndell, Praktische Anleitung zur Bildung 
und Berechnung magischer oder sogenannter Zauberquadrate, Leipzig 1837. 
116) Zuckermandel, Regeln, nach denen alle Zauberquadrate, mit gleichen 
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Mag auch der Charakter einer Konkurrenzschrift jenes 
abfällige Urtheil einigermassen mitbedingt haben, so geht doch 
aus einem Vorwurfe, den er gegen Hohndell erhebt'!?), her- 
vor, dass derselbe nicht das richtige Verständniss des Sach- 
verhaltes besessen habe. *) 

Was nun das Büchlein von Zuckermandel selbst be- 
trifft, so giebt es eine leichtfassliche besonders für den Prak- 
tiker berechnete Anweisung zur Bildung aller möglichen 
magischen Quadrate; es finden sich vor die Terrassenmethode, 
die Regeln Stifel’s, Poignard’s, D’Ons-en-Bray’s und 
andere, jedoch ohne Angabe der eigentlichen Erfinder, deren 
Namen der von literarischen Hülfsmitteln sehr Anihlokete Ver- 
fasser wohl selbst nicht kannte. 

Der Umstand, dass die wahrhaftig nicht unbedeutenden 
Arbeiten der Franzosen wie auch Euler’s dem weitaus grössten 
Theile des mathematischon Publikums entgangen waren, hatte 
die natürliche Folge, dass gar manches von dem, was in ihren 
Abhandlungen bereits fertig vorlag, von Neuem gethan werden 
musste. Da aber seit jener Periode immerhin eine geraume 
Zeit verflossen war, während welcher die Hülfsmittel zur Be- 


*) Dieser Vorwurf besteht nämlich darin, dass Hohndell es für ab- 
solut nothwendig gehalten habe, in das Mittelfeld ungeradzelliger Qua- 





drate stets die Zahl — a zu setzen, Diess beruht offenbar auf einem 


nicht eben ferne Bee Trugschluss. Stellt man für 9 Zellen die 
8 Bedingungsgleichungen 


ee ns arakgönlernzetifk 
=a+te+ti=c+te+g=1 


auf, so kann man durch eine leichte Rechnung 


get 
2 


et—=)b= 


finden. In der That nun giebt es für das magische Quadrat von 9 Zellen 
nur diese eine Mittelzahl, andererseits aber lässt sich die eben erwähnte 
Berechnungsmethode bei jedem willkürlichen Quadrate anwenden, und nun 
schien es allerdings ganz plausibel, weiter zu schliessen: Also existirt 
für jedes magische Quadrat ungerader Zellenzahl nur eine einzige Mittel- 
zahl. Allein schon die zweite Methode des Moschopulos lehrt uns, dass 
von einer Nothwendigkeit hier gar keine Rede sein könne. 


Liniensummen, leicht und schnell, auf eine spielende Art, zul werden 
können, Nürnberg 1838. 117) Ibid. S. 7. 
L7% 


260 Kapitel IV. 


handlung solcher Fragen nach allen Richtungen an Ausdehnung 
gewonnen hatten, so konnte es nicht fehlen, dass trotzdem jene 
Neubearbeitungen beträchtliche Fortschritte verrathen. DBe- 
sonders gilt diess von einer Schrift!!®) von Hugel. 

Dieselbe ist in der Hauptsache einer gründlichen wissenschaft- 
lichen Durcharbeitung der von Sauveur und Euler präzisirten 
Grundsätze gewidmet, geht aber in der Allgemeinheit ihrer Resul- 
tate weit über jene Anfänge hinaus. 

Der Verfasser geht nämlich, wie jene Mathematiker, aus 
von zwei quadratischen Schematen, welche er bezüglich als 
srosse‘‘ und „kleine Formel“ bezeichnet !!?). Wir stellen die- 


„OD 
selben, in der Bezeichnung Hugel’s, hier einander gegenüber: 


A B Ü D Ki M 1% 
1 2 3 4 94 p 
4 B C D HR M N 
1+« 2+« 3+« 44 p—1-+« p+u 
A B Ü D In... M N 
1+2« 2+2« 3+2« 42 p—1-+?2« p+2« 
A b Ü D et M N 
1+(p—1)e 2+(p-—1)e 3H(pP—1)e IH 1) 7 p-IHPNeEe 

a b [6 Er n 

1 2 3 p 

[7 b [6 Der n 

1+B 2+ß 3+ß P+B 
a b C A: n 


in 2+2ß 3-28 p + 2ß 


a b e in n 


14+ (PR 2 Hr Ber ee 


Lässt man nun die Zahlen «&, ß, A, B... innerhalb an 
sich beliebiger Grenzen variiren und addirt zwei homologe 
Zellen der beiden Schemata zusammen, so erhält man stets ein 
gewisse Bedingungen erfüllendes Quadrat. | 

In dieser Formel sind also gewiss die meisten, wenn nicht 





118) Hugel, Die magischen Quadrate mathematisch behandelt und be- 
wiesen, Ansbach 1859. 119) Ibid.'S8. 7. 
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alle die Methoden verborgen, welche wir bisher kennen lernten*). 
Es möge diess nur an zwei Fällen nachgewiesen werden. 
Setzt man 


a=2p —1; A,B,C--- Pr, ?+2...0,1; 








sp—1 < 
BP= I; ES 4 «.p—l1 


so erhält man, woferne p eine ungerade Zahl ist, die in 8. 2. 
untersuchte indische Methode. Ebenso liefert für 


arena, Gn.D, under Ike 


ji 1 Dp — 1 
p=pH+t1; abc ee P; — Er 


jene Grundrelation die erste Regel des Moschopulos. 
S. 28. In der allerneuesten Zeit hat die Lehre von den 
magischen (Quadraten in England Anklang gefunden. Den 


*) Die Hugel’sche Arbeit verdient des sie durchdringenden Strebens 
nach Allgemeinheit halber volle Anerkennung, und wir gestehen, dass wir 
sie bei früheren Besprechungen nicht ihrem wahren Werthe nach würdigten, 
obwohl wir stets die Neuheit der Methode anerkannten — dass schon 
Sauveur und Euler ähnliche Gedanken hegten, kann Hugel’s Priorität 
keinen Eintrag thun. Nur glauben wir an unserer früher ausgesprochenen 
Ansicht festhalten zu müssen, dass gerade in einer praktisch irrelevanten 
Lehre neben der Allgemeinheit auch auf elegante Detailmethoden Ge- 
wicht zu legen ist; die Schrift enthält solche allerdings in grosser Anzahl, 
aber so kondensirt, dass es wieder besonderer Aufmerksamkeit bedarf, 
sie herauszufinden. Der Leser wird stets den Wunsch empfinden, es 
möchte ihm diese Mühe etwas mehr erleichtert sein. 

Der Güte des Herrn Verfassers verdanken wir den Einblick in eine 
von ihm für den Druck vorbereitete Abhandlung, welche die Betrachtungen 
jener ersten Studie weiterzuführen bestimmt ist. Dieselbe steht selbst- 
verständlich auf dem nämlichen Standpunkt, wie jene, dehnt aber die 
einzelnen Sätze viel weiter aus und führt dadurch ein ganz neues Element 
ein, dass nun von der abgekürzten Sprache der Zahlentheorie umfassend 
Gebrauch gemacht wird. Viele Rechnungen, welche in ihrer früheren 
Form einen komplizirten Eindruck machten, vereinfachen sich wesentlich 
durch die konsequente Anwendung des Kongruenzenkalküls. Nur würden 
wir, was die formelle Seite anlangt, die Unterscheidung der einzelnen 
Terme einer Kategorie durch Indices wünschen. 

Auch die Theorie der magischen Würfel, für die Sauveur (s,. $. 20.) 
und Koschanski (s. $. 23.) nur einige schwache Andeutungen gegeben 
hatten, wird hier in extenso behandelt. Wir hoffen der interessanten 
Untersuchung bald im Drucke wieder zu begegnen, 
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Anfang scheint Thompson gemacht zu haben, der sich !?0) 
die Aufgabe stellte, aus einem vorgelegten magischen Quadrate 
von n? Zellen ein neues von (pn) Zellen abzuleiten. Da die 
verschiedenen Vorschläge, welche er macht, ziemlich von dem- 
selben Grundgedanken getragen sind, überdiess, wie sich das 
von selbst versteht, des Beweises nirgends entbehren, so halten 
wir es für ausreichend, wenn wir die erste und zugleich ele- 
santeste Methode des Verfassers hier auseinandersetzen. Die- 
selbe ist diese: 

Gegeben ist ein magisches Quadrat von n? Zellen, aus diesem 
soll ein anderes von (mp)? Zellen abgeleitet werden. Man kon- 
struire dieses, theile dasselbe in p? Einzelguadrate von je n? Zellen 
und vergleiche es mil einem bereits vorhandenen Quadrate von 
p? Zellen. Dieses letztere möge dieses sein: 


BEL. JO 


’ 


dpi ... Ap,ps 


ganz ebenso möge das grosse Quadrat von (np)? Zellen geschrieben 
werden, also 
&ı, Werl &ı, p 


II. 


&y,1 .0.0. Rp, p> 


so dass milhin jedes « selbst wieder ein Quadrat von n? Zellen 
repräsentirt. Ist im Quadrat ]. a,.= 1, so ist in Il. das Einzel- 
quadral o;, mit allen Zahlen zwischen 1 und n? zu beselzen; ist 
in I. a, m = 2, so enthält das Einzelquadrat «&,, m alle Zahlen 
zwischen n? und 2n?, so zwar, dass die Zahlen p und n? + p 
homologe Zellen einnehmen, und in dieser Weise wird forigefahren, 
bis sämmtliche Zellen besetzt sind. 

Es seiz.B.n=5, p=35, und man gehe von den beiden 
magischen Quadraten 


12 4214 20.069483 

1: #159084.,713 ud 
DER A192 Zend 
19.86 ee 
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120) Thompson, On magic squares, Quarterly Journal of pure and 
applied Mathematics, Vol. X. 8. 186 ff. | 
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aus. Dann bekommt man folgendes Quadrat von (3.5)? = 225 

Zellen: 
87 96 95 84 781] 212 221 220 209203 | 87 46 45 34 38 
16 099° 95 82201 215 224 218 207) 26 40 49 43 32 
Sala 990 917210 204 213 222 216.7 85° 29738 4741 
94 85 77 96 100 | 219 218 202 211 225 | 44 33 27 36 50 
98 92 81 80 89 | 223 217 206 205 214 | 48 42 31 30 39 
62 71 70 59 53 112 ı21 120 109 103 | 162 171 170 159 153 
51 65 74 68 57 101 115 124 118 107 | 151 165 174 168 157 

,60 54 65 72 66 | 110 104 113 122 116 | 160 154 163 172 166 
69 58 52 61 75 119 118 102 111 125 | 169 158 152 161 175 
13 61 56 55 64 | 123 117.106 105 114 | 173 167 156 155 164 





187 196 195 184 178 
176 190 199 193 182 
135.219188.197:191 
194 183 117 186 200 
198 192 181 180 189 


AT 
7 


17%19,247218 
KB 42r 122 2227916 
1973:3:7:32 21.17725 
21T 16 78, 14 





157 146 145 154 128 
126 140 149 145 132 
155 129 138 147 141 
144 155 127 136 150 
148 142 131 150 139 


Wir glauben hiermit Thompson’s schönes Verfahren 
präziser dargestellt zn haben, als diess im Original geschah; 
auch dürfte das von uns gewählte Beispiel dasjenige des Ver- 
fassers ((3.3)? Zellen) an Uebersichtlichkeit übertreffen. 

Ein anderer englischer Mathematiker, dessen wir hier ge- 
denken müssen, ist Drach. Derselbe giebt Methoden, um 
geradzellige Quadrate vom Kernquadrate aus durch Umläufe 
allmählich entstehen zu lassen!?!); man erkennt jedoch bald, dass 
seine Betrachtungen, natürlich allgemeiner und eleganter ge- 
fasst, auf diejenigen von Frenicle (s. $. 18.) hinauslaufen. 
Ebensowenig kann von der an sich sehr verdienstlichen Arbeit 
Horner’s gesagt werden, dass sie etwas Neues liefere !??); denn 
ähnliche Ideen, wie er sie vorträgt, finden sich schon angedeutet 
bei DelaHire, Sauveur und Euler, durchgeführt und auf 
alle mögliche Weise abgeändert in dem im vorigen Paragraphen 
besprochenen Werkchen von Hugel. 

8. 29. Ueberhaupt wird man zugestehen mässen, dass die 
Lehre von den magischen Quadraten einen vorläufigen Ab- 

121) Drach, An easy general rule for filling up all magic squares, 
Messenger of Mathematics, 1873. S. 169 ff. 122) Horner, On the algebra 
of magic squares, Quart. Journ, Vol. XI, S. 57 ff., S. 123 ft. 
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schluss erhalten hat, und dass, ohne Hineintragung eines völlig 
neuen Gesichtspunktes, bedeutende Fortschritte nicht mehr zu 
erwarten sind. Es mögen hübsche Einzelkonstruktionen ge- 
funden, neue elegante Beweise gegeben werden, allein — wie 
uns das Beispiel jener trefflichen englischen Arbeiten zeigt — 
Alles, was neu produzirt wird, findet der Historiker in älteren 
Bearbeitungen vorweggenommen, und dafür, dass man an jede 
künftige Leistung diesen geschichtlichen Massstab anlegen 
kann, dient diese nunmehr ihrem Ende zueilende -Zusammen- 
stellung alles Bekannten wenigstens als Grundlage. 

Eine wirklich neue Bahn für die Theorie der magischen QOua- 
drate scheint nur durch die direkte Diskussion der für jedes solche 
Gebilde bestehenden unbestimmten Bedingungsgleichungen gebrochen 
werden zu können. 

Einen glücklichen Schritt auf diesem Gebiete hat ganz 
kürzlich v. Pessl gethan. Wir haben schon in den ersten 
Paragraphen dieses Kapitels darauf hingedeutet, dass sowohl 
die Methoden der Inder, als auch die des Moschopulos nur 
dann befriedigend aufgefasst werden können, wenn man als das 
zu Konstruirende nicht sowohl das magische Quadrat als vielmehr 
die magische Kugel betrachtet. Was aber hier lediglich als 
Mittel zur bequemeren Veranschaulichung erschien, das sucht 
v. Pessl zum Selbstzweck der Untersuchung zu machen; von 
zahlentheoretischen Gesichtspunkten geleitet erweitert er das 
Problem der magischen Quadrate und studirt dasselbe mit den 
Hülfsmitteln der Topologie. 

Wir beschränken uns auf ein kurzes Resume. Eingangs 
seiner Abhandlung'?3?) bemerkt der Verfasser, es sei seine 
Hauptabsicht, die bevorrechtete Stellung der Diagonalelemente 
aufzuheben. In der That, stellt man für das gewöhnliche 
Quadrat von n? Zellen die (2n + 2) Bedingungsgleichungen 
auf, so kommt darin im Allgemeinen jeder Term zweimal vor, 
die Diagonalterme aber dreimal und, für ein ungerades n, die 
Mittelzahl sogar viermal. Um dieser Ungleichmässigkeit ab- 
zuhelfen, betrachtet v. Pessl den durch Seitenlinien und 
Parallelkreise in n? Felder getheilten magischen Cylindermantel; 
hierdurch treten an Stelle der Diagonalen zwei Schaaren von 


123) v. Pessl, Ueber eine besondere Art magischer Quadrate, Amberg 
1818083) 
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je n Schraubenlinien, deren jede n Felder durchsetzt. Dann 
gilt es folgende Aufgabe zu lösen: 

Es sollen einem magischen Zylinder von n? Zellen die Zahlen 
von O bis (n — 1) so eingeschrieben werden, dass alle Zahlen, 
deren Zellenmittelpunkte der nämlichen Kante, Parallelkreis- oder 
Schraubenlinie angehören, die konstante Summe 


I NN 
2 





ergeben. 

Die Kontinuitätsbetrachtungen, welche dieses Problem 
lösen, beziehen sich beim Verfasser zunächst auf n=5; er 
lehrt jedoch das Resultat auf jede Primzahl ausdehnen. Von 
zwei Feldern sagt man, sie „bestreichen‘‘ sich gegenseitig, 
wenn man in horizontaler, vertikaler oder diagonaler Rich- 
tung zum einen vom andern gelangen kann. Dann gilt!?®) 
der Satz: | | 

Bei einem magischen Zylinder von 25 Zellen haben zwei 
orthogonal oder diagonal zusammenhängende Felder zwei nicht be- 
strichene Felder gemein. 

Der Verfasser hat diesen Satz nicht durch eine Figur 
erläutert, ohne welche doch seine Nothwendigkeit nicht sofort 
zu Tage tritt. Wir holen diess durch Fig. 26. nach; hier ist 
MNPO der magische Zylinder, welcher durch die Kanten- 
linien MO, 44,, BB,, CC,, DD, und die Parallelkreise 
RO. M3A,B,C,D,: MSARB,C,D,, MjA BC, D, in 
25 kongruente Zellen getheilt ist*). Wir greifen zwei der- 
selben, die etwa diagonal zusammenhängen mögen, heraus, 
nämlich 4,2, 2,4, und MDD,M,. Konstruiren wir alsdann die 
drei in Frage kommenden Diagonalkurven 


MD,%&B,A,0, DM, 4,B;,0,D,, DC, B,4,M,D,; , 


so bemerkt man, dass von denjenigen Zellen, welche mit einer 
der beiden (schattirten) nicht ohnehin in der nämlichen Hori- 
zontal- oder Vertikalzeile gelegen sind, nur zwei von keiner 
jener Diagonallinien durchkreuzt werden, nämlich 2,0,0, B, 
und D,0,C,D,, welche wir, um sie kenntlicher zu machen, 
schraffirt haben. Hiemit ist der Satz, wenn auch nicht strenge 


124) Ibid. 8. 7, 
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bewiesen, so doch sehr wahrscheinlich gemacht. Ebenso sind 
die Vorbedingungen zur Lösung der vorbereitenden Aufgabe 
geschaffen: 

„Man trage in ein beliebiges Feld die Null ein, so bilden die 
8 durch Null nicht bestrichenen Felder 2 Kelten von je 4 sich 
gegenseitig nicht bestreichenden oder durch einen Rösselsprung 
zusammenhängenden Feldern. Von diesen zwei Kellen besetze man 
die eine in beliebiger Permutalion mit den Zahlen 1, 2, 3, 4, die 
andere mit den Zahlen 2, 10, 15, 20. Um die Anwendung zu 
vollenden, trage man jede aus je einem Felde der einen und der 
anderen Kelte kombinirte Summe in dasjenige der noch übrigen 
16 Felder ein, welches mit den beiden ersteren durch einen Rössel- 
sprung zusammenhängt‘‘. 

v. Pessl zeigt weiter, dass in ähnlicher Weise für jeden 
beliebigen magischen Zylinder mindestens Eine Lösung existire 
und deutet deren Charakter für eine Primzahl n an. Weitere 
Ausführungen verspricht er in einer künftigen Bearbeitung der 
Frage folgen zu lassen. 

Jedenfalls ist mit dieser Verallgemeinerung ein bedeutender 
Schritt vorwärts gethan; es fragt sich nur und möge einst- 
weilen der öffentlichen Diskussion aufbehalten bleiben, ob 
nicht mit Vortheil dem Zylinder eine allseitig gleichmässig 
zusammenhängende Fläche (die Kugel) zu substituiren sei. 


Noten. 


I. Zu 8. 3. Dieterici (a. a. O.) nennt die den magischen Quadraten 
folgende Stelle, welche von Schachzügen handelt, unverständlich... Van 
der Linde dagegen glaubt den Sinn wenigstens theilweise verstehen zu 
können, und wir setzen deshalb die betreffenden Zeilen seines grossen 
Werkes!?5) hierher: „Herr Dieterici hatte die Güte, mir die Stelle nach 
seiner eigenhändigen Abschrift des Pariser Manuskriptes mitzutheilen, und 
ich lasse sie, in der Hoffnung, dass das fehlende arithmetische Schema 
noch einmal aufgefunden werde, im Original hier folgen. 

Obgleich es leider nicht möglich ist, eine zusammenhängende Ueber- 
setzung zu geben, so steht es doch fest, dass von Schach die Rede ist, 
Der unbekannte Verfasser beschreibt mittelst Schachzügen die Zahlen 
seines Formulars. Er nennt „das Haus des Pferdes“, „den Lauf des Fuss- 
gängers‘‘, „den Gang des Vesiers“, „den Gang des Pferdes“. Eine Eigen- 
thümlichkeit der so konstruirten Zahlenfigur nennt er, „dass alle Ecken 

125) Van der Linde, Geschichte und Literatur des Schachspiels, 1. Band, 
Berlin 1874. S. 202. 
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geradzahlig und alle Mitten ungeradzahlig sind‘, und beschliesst dann: 
„Der Lauf darin ist der des Pferdes, dann der des Fussgängers, dann der 
des Vesiers zweimal, dann der des Fussgängers einmal, dann der des 
Pferdes noch einmal, dann der des Pferdes bis zur,hohen Mitte‘‘“, Diess 
hängt offenbar mit magischen Quadraten zusammen; wie freilich, ist eine 
zur Zeit noch völlig offene Frage. 

ll. Zu8.4, Es scheint noch nicht bemerkt worden zu sein, dass die im 
fünften Paragraphen besprochene Gerhardt’sche Notiz, wofern sie auf 
unzweifelhaften Thatsachen beruht, das Alter desjenigen Moschopulos, 
welcher uns hier interessirt, ziemlich genau feststellt. Von den drei 
Planudes-Handschriften der Pariser Bibliothek, welche Gerhardt zu 
seiner Edition benutzte, enthalten die bezüglich dem 14. und 15. Jahr- 
hundert angehörige erste und zweite lediglich den Text, die dritte, die 
ebenfalls aus dem 15. Jahrhundert stammt, nimmt aus dem Werke des 
Nicolaus Rhabda Einiges herüber. Mit diesem Mann lebte aber, 
den Eingangsworten zufolge, der fragliche Mathematiker zusammen, und 
so dürfen wir wohl mit grosser Wahrscheinlichkeit den Satz aussprechen: 

Jener Moschopulos, welcher den 'Traktat über die magischen 
Quadrate verfasst hat, gehört dem grösseren Theile seiner Lebenszeit 
nach dem 15. Jahrhundert an. 

III, Zu85. Wir geben in dieser Note die kritischen Noten zum Text 
des Moschopulos. 

1) Das Komma fehlt im Kbdex 2) Spiritus lenis in @eraß«odov fehlt. 
3) Kod. hat Akut statt Gravis. 4) Kod. hat öTo. 5) Bei zsoırroi fehlt 
Akzent. 6) Kod. hat noAkankıcıacdeig mit nachfolgendem Kolon. 7) Kod. 


4 
hat foomAsvgov. 8) Kod. hat 29’ Zavıov,. 9)Kod. hat loorzeveos. 10) 


Kod. 5 11) Kod. hat noAlanAuclaoas. 12) Kod. hat anac’. 13) Kod. 
z. 14) Kod. hat un e#üoıw. 15) Kod. hat zavvroı. 16) Kod. hat gadvs. 
17) Kod. hat ?Arıg. 18) Kod. hat BovAorroı. 19) Kod. hat aerıonsgrrzwv. 
20) Wir schliessen uns, wie diess bereits oben bemerkt wurde, bei For- 
men, die zwar dem klassischen Sprachgebrauche nach falsch, aber vom 
Autor offenbar mit vollem Bewusstsein gebraucht sind, an seine Schreib- 
weise an; diess gilt u. a. auch für die Form 2AYouev, deren e für uns 
unrichtig sein würde, 21) Kod. hat ro» zoi«. 22) Kod. hat 2p’ zweimal. 
23) Kod. hat owvrıgevres. 24) Kod. hat die Abkürzung 00, was eigentlich 
aoıdumv heissen würde. 25) Kod. hat weyeı ov. 26) Kod. hat Enrnraı. 
27) Kod. hat 7uvoı. 28) Kod. hat die Abreviatur 7”. 29) Kod. hat 
zergaywrnodnvaı. 30) Kod. hat, offenbar verschrieben, Ti/#eovuı. 31) 
Kod, hat x«9’ sueiav. 32) Kod. hat zov. 33) Kod. hat fälschlich 7. 
34) Kod. hat ovxerı. 35) Kod. hat 2&ns. 36) Kod. hat wsav. 37) Kod. 
hat a&gpiywevor. 38) Kod. hat dı« und am Rande die Verbesserung £xi, 


die im Texte akzeptirt wurde. 39) Kod. hat «urn. 40) Im Kod. scheint 
vicht 09%, wie es doch heissen muss, sondern 09» (allerdings ohne Akzent) 


w 
zu stehen. 41) Kod. hat zaosorı. 42) Kod. hat romov. 43) Kod. hat 
(abbrevirt) &oı$uo0. 44) Kod. reraern. 45) Kod. hat avrov. 46) Kod. 
hat &enoregäs. 47) Kod. hat loomisvoov. 48) Kod. hat dgıoreods. 49) 
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Kod. hat deı$u@v. 50) Kod. hat.2v, was keinen Sinn giebt. 51) Kod. 
hat '?yovr« 1, was im Texte entsprechend geändert wurde. 52) Kod. 
hat oydog für oydoog. 53) Kod. hat oxrw. 54) Kod. hat blos x«i rov 18; 
hier hat also offenbar von Seite des Kopisten eine Auslassung statt- 
gefunden. 55) Kod. hat Zorıv. 56) Kod. hat Zoriv. 57) Kod. hat zEvre. 
58) Kod. hat das nothwendige »«i nicht. 59) Kod. hat rov. 60) Kod. 
hat && xal Öänarov. 61) Kod. hat owosıdzcı.. 62) Kod. hat zov de zov 
zteuonov. 63) Kod. hat avaorenypw. 64) Kod. hat das sinnlose ovrre. 
65) Kod. schreibt diese Worte zusammen. 66) Kod. schreibt ebenso dex«sE. 
67) Kod. hat zoAAamiacıov Eorı. 68) Kod. hat nach S ein im Texte 
weggelassenes »al. 69) Kod. hat ro» zov reozov. 70) Kod. hat roırov, 
71) Kod. hat onusıov zıvov. 72) Kod. hat diaıpovdnvaı. 73) Kod. hat 
onusiov. 74) Kod. hat diuuent®nvor. 75) Kod. hat zarlsıusv. 76) Kod. 
hat Weoeı. 77) Kod. hat reocaens. 78) Kod. schreibt dieses Wort in 
einer fast unleserlichen Weise. 

© Hier findet sich im Original, jedoch wie leicht zu sehen ist, auf 
einer radirten Stelle und mit anderer Tinte, die Abbreviatur 


re 
u 


über welche wir keine Aufkläruug fanden. 
@ Eine ähnliche Abkürzung wie die eben genannte, nämlich diese: 


Mer 


Eine dritte, Abbreviatur haben wir im Texte ganz übergangen, indem 
ohne sie derselbe bereits einen völlig bestimmten Sinn zu geben schien. 

IV. Zu8.10. Da uns im Vorstehendenr ausschliesslich der reine wissen- 
schaftliche Gesichtspunkt geleitet hat, so haben wir der Verwendung, 
welche die magischen Quadrate so vielfältig bei Amuleten, Talismanen, 
Münzen etc. fanden, nur ganz nebenbei gedenken wollen und können. 
Um jedoch auch in dieser Beziehung Anregung zur weiteren Forschung 
über eines der interessantesten Kapitel der Kulturgeschichte zu geben, 
tragen wir einige wichtigere Notizen hier nach. 

Knorr v. Rosenroth liefert in seinem grossen Sammelwerke an 
verschiedenen Stellen !?%) die ‚retia guadrata‘‘ oder ‚„kameae mirabiles“ 
mit beziehungsweise 49, 36, 81, 64, 9, 16, 25 Feldern. Numismatisch 
interessant sind die Abbildungen, welche Claude du Molinet'??) mit- 
theilt; es sind goldene, silberne, zinnerne und kupferne Talismane mit 
Zauberquadraten als Aufschrift. 

Auch der bekannte Kompilator Caspar Schott hat den magischen 
Quadraten in seiner „Technica curiosa‘‘ eine eingehende Erörterung in 
diesem Sinne gewidmet, nachdem er in einem andern Werke (s. $. 17.) 
dieselben vom mathematischen Standpunkte aus betrachtet hatte. 


126) Knorr von Rosenroth, Kabbala denudata, Pars tertia et quarta, 
Sulzbaci 1677. 8. 272, 305, 360, 443, 626, 677, 684. 127) De Molinet, 
Le cabinet de la bibliotheque de Sainte Genevieve, Paris 1692. Tafel 31 
und 32. 
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V. Zu8$.26. Mollweide!*) und Reuss*)!?9) setzen auch eine gewisse 
andere Problem-Gattung mit den magischen Quadraten in Beziehung. 
Diese Mathematiker haben Euler’s berühmte Arbeit!3!) im Auge, in der 
er lehrt, wie man 9 Grössen A, B,C,D, E,F, G, H, J den 12 Be- 
dingungen 


ame re re Per pm Bien 
Beeren ce Dee 


AB+DE+GH=ACHDF+GJ=BC+EF+HJ=AD+BEALOF 
ZMOEBHLECOCFTLDELEH EFF <ZO 


entsprechend finden kann. Aber diese Aehnlichkeit ist eine rein äusser- 
liche, wie man sofort aus folgender Ueberlegung entnimmt. Den Euler’- 
schen Relationen, welche bekanntlich bei der Transformation der Koor- 
dinaten im Raume auftreten, wird im Allgemeinen durch trigonometrische 
Funktionen genügt, also durch Zahlgrössen, welche innerhalb bestimmter 
Grenzen alle möglichen reellen Werthe annehmen können. Charakteristisch 
für die magischen Quadrate ist dagegen gerade der Umstand, dass nur 
ganze Zahlen zugelassen werden. Euler’s Problem gehört der Algebra 
resp. Determinantenlehre an, die magischen Quadrate der Zahlentheorie. 

Zu $. 29. Eine ebenso schwierige als geistreiche Aufgabe hat sich 
ein Schachtheoretiker der neueren Zeit gestellt. Man war in der Behand- 
lung des Rösselsprunges bereits so weit gekommen, dass man zweierlei 
Bedingungen zu erfüllen vermochte, nämlich erstens musste der Rössel- 
sprung symmetrisch und zweitens musste er geschlossen sein (s. $. 6.). 
Jener Problemsteller nun,.der anfangs anonym auftrat, später aber als 
den Bibliothekar Wenzelides von Nikolsburg sich zu erkennen gab, 
fügte die weitere Bedingung hinzu: Bezeichnet man jedes Feld, von einem 
Anfangsfeld 1 angerechnet, durch die um 1 erhöhte Zahl, welche angiebt, nach 
wievielen Sprüngen der Springer jenes Feld erreicht hat, so sollen diese 
Zahlen, horizontal oder vertikal summirt, gleiche Summen ergeben, d. h. 
(abgesehen von den Diagonalen) ein magisches Quadrat bilden. Theo- 
retisch liess sich hiefür nichts bestimmen; es ist allerdings nicht schwer, 
für ein Brett von n? Feldern die n? Gleichungen aufzustellen, welche einen 
Rösselsprung repräsentiren, wenn bezüglich die 2n? Koordinaten der 
Feldermitten ais Unbekannte angesehen werden. Ebenso kann man die 





*) Auch die von Reuss zitirte Abhandlung von F. C. Maier") ge- 
hört in eine andere Kategorie, als in die „Arsithmetica Frgurata“, wenn 
schon sie so betitelt ist; sie beschäftigt sich mit arithmetischen Reihen 
höherer Ordnung. 





128) Mollweide, Math. Wörterbuch. S. 45. 129) Reuss, Repertorium. 
S. 80. 130) Maier, De arithmetica figurata ejusque wusibus aliquot, 
Comment. Acad. Petropol. Tom. Ill. S. 28 ff. 131) Euler, Problema 
algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile, Novi Comment, 
Acad. Petropol. Tom. XV. S. 75 ff, 
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2 
z Gleichungen aufstellen, welche die Symmetrie bedingen. Die Verbin- 


dungslinie der beiden Punkte q, x und qa, 1-i,n +1 MUSS eben durch den 


Mittelpunkt des Quadrates hindurchgehen. Völlig unmöglich aber erscheint 
es vorläufig noch, die Forderung von Wenzelides mathematisch einzu- 
kleiden; ja es musste fraglich erscheinen, ob diese Komplikation der Um- 
stände überhaupt zulässig sei, Diese Frage ist thatsächlich im bejahenden 
Sinne entschieden; wir geben in Figur 27 den „Rösselsprung im Feier- 
tagsgewande‘“ nach Lange wieder '#), Um-die Symmetrie hervorzuheben, 
haben wir alle Verbindungslinien der Punkte 33 bis 64 gestrichelt; von 
64 kann der Springer direkt auf 1 zurückgehen, wie es erfordert wird. 
Sämmtliche Kolonnen und Zeilen liefern die Summe 260, 


132) Lange, Handbuch des Schachspiels, Halle 1856. S. 201. 
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Skizzen aus der Logarithmotechnie des siebzehnten und 
achtzehnten Jahrhunderts. 


'$.1. Nicht leicht existirt ein zweiter Gegenstand, der in 
den uns zu Gebote stehenden Darstellungen der geschichtlichen 
Entwickelung der Mathematik gleich stiefmütterlich behandelt 
wäre, wie die Lehre von den Logarithmen, insbesondere was 
deren praktischen Theil anbetrifft. Es wäre sonst nicht wohl 
denkbar, dass historische Irrthümer, die ihre Widerlegung und 
Berichtigung bereits vor mehr als hundert Jahren erfahren 
haben, immer wieder von neuem auftauchen, es wäre sonst 
auch unmöglich, dass interessante Arbeiten, die einen direkten 
Fortschritt der Wissenschaft involviren, vollständig in Ver- 
gessenheit gerathen konnten. Die Theorie der Logarithmen 
freilich, als mit den wichtigsten Problemen der Analysis im 
unmittelbaren Kontakt stehend, musste sich dem Historiker 
immer wieder zur Beachtung aufdrängen, und für sie existiren 
denn auch gute geschichtliche Spezialschriften, wie diejenigen 
von Wargentin'), Thibaut*)?) und Malfatti°), allein die 
sozusagen logistische Seite der Logarithmenlehre wartete ver- 
geblich auf eine exakte monographische Behandlung. Drei 
Punkte schienen uns nun vor Allem einer Klarstellung zu be- 
dürfen. Der eigentliche Charakter des Neper’schen Systemes, 
die von Jean Bernoulli erfundene vollständig unbekannt 
gebliebene Methode zur Bestimmung der Proportionaltheile und 


=) Diese Schrift fehlt auffallenderweise bei Poggendorff. 


1) Wargentin, Om logarithmerna, Vetensk. Acad. Handl. 1752. 8.3 ff. 

2) Thibaut, -Dissertatio historiam comtroversiae circa numerorum ne- 
gativorum et impossibilium logarithmos sistens, Gottingae 1797. 3) Mal- 
fatti, Sulla famosa questione de’ logarithmi de’ numeri negative in Memorie 
della reale Accademia delle scienze, In Mantova 1795. 
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schliesslich eine bereits in den Anfang des vorigen Jahrhunderts 
fallende Antizipation der Summen- und Differenzlogarithmen. 
Jedem dieser drei Punkte soll einer der folgenden Paragraphen 
gewidmet sein. 

8.2. Nicht sowohl historischer als vielmehr literargeschicht- 
licher Natur soll die Behandlung der ersten Materie sein; 
wir wollen zeigen, wie im Laufe der letzten 100 Jahre die 
Frage nach dem wahren Wesen des ersten logarithmischen 
Systemes immer nach einiger Zeit wieder als mathematische. 
Seeschlange auftaucht. Den direkten Anstoss zu eigener Be- 
schäftigung mit der Sache gaben uns die Arbeiten einiger 
Mathematiker der Jetztzeit. 

Auch jetzt wird vielfach in Lehrbüchern und anderwärts 
das System Napier’s von Merchiston in einem ganz falschen 
Lichte dargestellt, insoferne man es ohne weiteres mit dem’ 
natürlichen Systeme zusammenwirft. Wenn der alte Montucla 
von den Neper’schen Logarithmen sagt?!): „//s ont leur usage 
dans les geomelries transcendantes, car üs representeni les aires 
de Uhyperbole equilatere entre les asymptotes, Uunite etant la valeur 
du carre inscrü; c'est pourguoi on les nomme hyperboliques‘‘, so 
mag man ihm das zu Gute halten, allein wenn noch in aller- 
neuester Zeit Geschichtschreiber der Mathematik, wie Hoefer, 
nichts weiteres als diese alten Irrthümer ihren Lesern bieten 
zu können glauben), so ist es in der That hohe Zeit, dass 
dem entgegengetreten werde. So war es denn allerdings, wie 
nun einmal die Verhältnisse liegen, ein ganz verdienstliches 
Unternehmen, dass Wackerbarth®), gestützt auf die Quelle 
selbst, den wahren Sachverhalt mathematisch zu deduziren 
suchte. 

Die Darstellung des Ersteren bedient sich der verein- 
fachenden Ausdrucksweise der Differentialrechnung und be- 
weist so in eleganter Weise die Relation 
10° 
ew? 


log,u = 10'. log 


wo logx und log, bezüglich Napier’sche und natürliche Lo- 


4) Montucla, Histoire des mathematiques, Tome 1I., Paris 1758. S. 21. 
5) Hoefer, Histoire des mathematiques depuis leurs origines Jusgwau com- 
mencement du dix-neufieme siecle, Paris 1874. S. 378. 6) Wackerbarth, 
Logarithmes hyperboliques et logarithmes neperiens, Les Mondes, TomeXXVL., 
S. 626, 
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garithmen bedeuten. Aus dieser Formel folgt dann auch die 
charakteristische Eigenschaft der ersteren, mit grösser wer- 
dendem Numerus kleiner zu werden — eine Eigenschaft, die 
wohl allein vor jeder Verwechselung hätte bewahren müssen. 

Diese Paraphrase Wackerbarth’s ist unanfechtbar, und 
es ist schwer abzusehen, wie Dubois’) darauf verfallen konnte, 
mit unbegreiflicher Nonchalance ihre Richtigkeit in Abrede 
stellen zu wollen. Er bemerkt zwar selbst: ‚Je n’ai pas sous 
les yeux le texte anglais des tables de sir Napier‘“ — gleichviel, 
er reproduzirt im Wesentlichen Wackerbarth’s Rechnung, 
gelangt zu einer Schlussgleichung, die mit den von jenem an- 
gewandten Zeichen so geschrieben werden müsste 


k a+x 
log, (a +) = log. tt, 
und fährt dann) fort: „Mais Napier a suppose k = h, puisque 
a Vorigine du temps les deux vilesses sont egales; et comme il 
a fait ausia=|, on a 


log 1+2) =log(1 + x)“. 

Diess ist eben gerade nicht wahr, Napier hat über seine 
Konstanten in ganz anderer und zwar in der Weise verfügt, 
wie diess von Wackerbarth geschildert ist. Uebrigens hat 
auch ein Landsmann dieses letzteren das von ihm erlangte 
Resultat bestätigt *)?). 

Bekannt freilich war dieses Resultat bereits vor sehr langer 
Zeit, und, streng genommen, hätte es nicht mehr der noch- 
maligen Diskussion einer Frage bedurft, die für den Ge- 





*) Im hohen Grade frappirt hat uns die irrthümliche Auffassung des 
hier in Rede stehenden Gegenstandes, welche wir bei einem der ersten 
und gerade durch seine Geschichtskunde ausgezeichneten Mathematiker 
Englands, Augustus de Morgan, konstatiren mussten. Derselbe be- 
merkt von Gregorius a 8. Vincentio !): „Gregory St. Vincent is the 
greatest of circle-squarers, and his investigations led him into many truths: 
he found the property of the area of the hyperbola led to Napier's logarithms 
being called hyperbolic“. Bei dem stark entwickelten Lokalpatriotismus 
Grossbritanniens ist diese Verkennung auffällig zu nennen. 


7) Dubois, Logarithmes hyperboliques et neperiens, Ibid. Tome XXVII., 
S. 651. 8) Ibid. S. 651. 9) D.G. Anmärkningar beträffende benäm- 
ningen, naturlig, hyperbolsk, och Nepersk logaritm, Tidskrift för Matematik 
och Fysik, IV. S. 28. 10) De Morgan, A budget of paradoxes, London 
1872..49.70; 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen, 18 
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"schichtskundigen bereits‘ für völlig abgeschlossen gelten durfte. 
Bereits im Jahre 1768 hatte ein namhafter deutscher Mathe- 
matiker, Wenceslaus Karsten, den Unterschied beider 
Systeme hervorgehoben ''): „Die Neper’schen Logarithmen 
heissen bei den meisten mathematischen Schriftstellern auch 
die natürlichen Logarithmen, obgleich die letzteren mit jenen 
nicht so ganz völlig einerley sind“. Er giebt zu, dass in 
Wahrheit die Aehnlichkeit eine beträchtliche sei, allein einiger 
Veränderungen bedürfe es, um vom einen zum anderen System 
überzugehen. „Vermöge dieser Veränderungen würde 


1 (1000000 : 10000000) — I 1, 


da dieser Logarithme beym Neper = — list. Ueberdem 
aber dividirt man beyde Glieder dieses Verhältnisses durch 
10000000, und behält übrigens die Voraussetzung bei, dass 
die Differenz der Glieder der Logarithme dieses Verhältnisses 
werde... Also ist in der That die basis der natürlichen Lo- 
garithmen von der basö der Neper’schen verschieden. Das- 
jenige Verhältniss, welches bei den Neper’schen die basis ist, 


wird bey den natürlichen Logarithmen der ste Theil 


l 
10000000 
der basis.“ 

Gegen diese Auffassung Karsten’s hat Kästner eine 
Einwendung gemacht. Derselbe bestimmt zuerst den Unter- 
schied zwischen beiden Formen durch eine Rechnung, welche 
mit derjenigen von Wackerbarth bis in’s Detail überein- 
stimmt; er findet so!?) 





1 
loe nat 4 — loc nep & 
5 m Me Br) 
oder 


log nep x = — m (log nat-y — log nat m) = m log nat 1 


Prinzipiell gelangt also Kästner zu dem nämlichen Er- 
gebniss wie Karsten, hält aber dafür, dass letzterer in Napier’s 
Darstellung eine grössere Genauigkeit suche, als dieselbe ge- 
währen kann und will. 


11) Karsten, Lehrbegriff der gesammten Mathematik, 2. Theil, Greifs- 
wald 1768. 8. 194. 12) Kästner, Astronomische Abhandlungen zu 
weiterer Ausführung der astronomischen Anfangsgründe, 2. Sammlung, 
Göttingen 1774. 8. 65. 
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Der strittige Punkt ist dieser. Karsten nimmt die Lo- 
garithmen in Napier’s Tafeln als mathematisch genau nach 
der Ansicht des Erfinders den danebenstehenden Zahlen zu- 
gehörig an, während Kästner meint, es bestehe hier lediglich 
eine Näherung, wie bei den künstlichen Logarithmen. „Wenn 
man also auch‘“ — sagt er!?) — „die Basis, die Neper wirk- 
lich angenommen hat, wüsste, und nach derselben Logarithmen 
berechnete, so würde man doch vielleicht nicht völlig die 
herausbringen, die Neper in seine Tafeln gesetzt hat. Nimmt 
man aber eine Basis an, die nur der, die Neper angenommen 
hatte, ziemlich nahe kömmt, so kommen freylich die ersten 
Logarithmen, die man aus dieser Basis berechnet, den ersten 
neperischen auch nahe, aber daraus lässt sich nicht schliessen, 
dass man die von Neper’n angenommene Basis errathen hat“. 
Um ganz genau entscheiden zu können, meint Kästner, müsse 
man in der supponirten geometrischen Progression ein sehr weit 
vom Anfang abstehendes Glied berechnen und zusehen, wie 
das mit Napier’s Logarithmus stimmt. 

Karsten gab später 1?) die Richtigkeit der Kästner’- 
schen Einrede theilweise zu, glaubte aber an der von ihm für 
Napier’s Basis ausgegebenen Zahl festhalten zu müssen. In- 
dess hat Mollweide!®) später dargethan, dass eigentlich keiner 
der beiden Mathematiker ganz im Rechte gewesen sei — 
Karsten nicht, indem die von ihm angenommene Basis doch 
nicht ganz die richtige sei, Kästner nicht, insofern er eine 
evidente Thatsache als noch zweifelhaft hingestellt habe. Moll- 
weide accentuirt hiebei auch den von seinen Vorgängern 
scheinbar nicht klar erfassten Umstand, dass von einer Basis 
in dem uns jetzt geläufigen Sinne bei Napier gar keine Rede 
sein könne, dass er an eine solche überhaupt nicht gedacht 
habe. . Man könne, wenn man denn einmal seinen Gedanken- 
gang in unsere Denkweise übertragen wolle, nur soviel fest- 
setzen, dass seine Grundzahl > 1,0000000 < 1,0000001 zu 
nehmen sei, also etwa den Werth 1,00000005 des arıthmetischen 
Mittels habe. Dass Kästner dieses Faktum nicht viel be- 
stimmter habe hervortreten lassen, habe wohl darin seinen 





13) Ibid. 5.72. 14) Karsten, Lehrbegriff der gesammten Mathematik, 
2. Theil, Greifswald 1783. S. 240 ff. 15) Mollweide, Mathematisches 
Wörterbuch, erste Abtheilung, 3. Theil, Leipzig 1808. S. 539. 
195 


276 Kapitel V. 


Grund, dass er seinen Ausgangspunkt nicht vom zweiten !P), 
sondern lediglich vom ersten!”) Werke des schottischen Ge- 
lehrten genommen habe.*) Uebrigens führt Mollweide den 
direkten Beweis für die Richtigkeit seiner Anschauungsweise ; 
er verwendet nämlich die zu seiner Zeit bereits sehr ver- 
schärften Tabellen zur Berechnung jenes Termes der geometri- 
schen Reihe, dessen Bestimmung Kästner für allzu komplizirt 
erachtet hatte, und weist die Nichtübereinstimmung mit 
Napier’s Tafel nach. 

Ungefähr um dieselbe Zeit, in der sich der hier skizzirte 
Streit abspielte, wurde die Frage nach dem Zusammenhang 
der Neper’schen und hyperbolischen Logarithmen auch von 
dem durch sein physikalisches Wörterbuch bekannter gewor- 
denen Gehler einer gründlichen Revision unterzogen und in 
dem jetzt bekannten Sinne beantwortet 19). 

Wenn das Ausland von den bisher besprochenen Leistungen 
nicht die gebührende Notiz genommen, so wäre das am Ende, 
wo nicht zu entschuldigen, so doch zu erklären, denn einmal 
waren es eben deutsche Arbeiten, die man ignoriren zu dürfen 
glaubte, und dann sind sie theilweise in schwer zu erlangenden 
3üchern niedergelegt. Allein was soll man dazu sagen, dass 
sogar die trefilich geschriebene und einer der ersten wissen- 
schaftlichen Zeitschriften einverleibte Abhandlung Biot’s eben- 
falls gänzlich unbeachtet bleiben konnte. Bleiben wir noch 
einen Moment bei derselben stehen. 

Biot bedauert in seinen Eingangsworten die Unkenntniss, 
in welcher sich im Allgemeinen die gelehrte Welt bezüglich 
der eigentlichen Leistungen Napier'’s. befinde, er rügt mit 


*) Diese Meinung Mollweide’s hat viel für sich; denn in der That 
bemerkt Kästner selbst, dass er erst im Jahre 1798 jenes Werk erworben 
habe, und man kennt die eigenthümliche von ihm selbst oft erwähnte 
Grille jenes Mannes, nur solche Bücher eingehend zu lesen, welche sich 
in seinem Privatbesitze befanden. 





16) Napier, Mirifici ipsius canonis constructio et logarithmorum ad 
naturales ipsorum numeros habitudines, Opus posthumum, Edinburgi 1619. 
17) Id, Mirifiei logarithmorum canonis descriptio, ejusque usus in utraque 
trigonometria, ut eliam in omni logistica mathematica, amplissimi, facillimi 
et expeditissimi escplicatio, Edinburgi 1614. 18) Gehler, Hestoria loga- 
rithmorum naturalium primordia, Läpsiae 1776, 
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scharfen Worten Montucla’s Verfahren ?) — ‚Pour Montucla, 
Vhistorien vulgaire des mathemaliques, on serait presque tente de 
croire qui n’a pas eu entre les mains louvrage posthume el ex- 
plicatif de Napier‘‘ — und bricht dann auch den Stab über den 
im Allgemeinen von ihm höher geschätzten Delambre. Uns 
scheint allerdings die so ganz unhistorische Marotte des letz- 
teren, alles was seit Jahrtausenden an mathematischer Forschung 
produzirt war, in die stereotype Zwangsjacke eines durch und 
durch modernen Formalismus stecken zu wollen*), einen noch 
viel herberen Tadel zu verdienen als die Oberflächlichkeit des 
doch immer genialen ersten Geschichtsschreibers der Mathe- 
matik. Dann stellt Biot weiterhin Napier’s Methode in 
geistreicher Weise mit dem von Archimedes in seinem 
Arenarius angewandten Verfahren in Parallele, konstruirt so ?!) 
das ursprüngliche Schema des ersteren und bemerkt, dass 
man mit den von Archimedes aufgefundenen Eigenschaften 
einer geometrischen Progression — man vergleiche die vor- 
zügliche Darstellung dieser Eigenschaften bei Nesselmann??) 
— auch hier vollkommen ausreichen könne. 

Von besonderem Interesse für uns jedoch ist nachstehender, 
freilich von Mollweide (s. 0.) gewissermassen antizipirter 
Passus??): „2 montre que le logarithme du premier tome 9999999 
est necessairement compris entre 1,0000000 ez 1,0000001, de sorte 
qwil le prend egal a 1,00000005; or, la valeur exaclte de ce loga- 
rithme, calculee par nos methodes actuelles, est 1,0000000500003333, 
de sorle que levaluation de Napier est seulement en erreur d'un 
tiers d’unile sur le quatorzieme decimale de ce logarithme“‘. Hier 
ist also mit klaren Worten ausgesprochen, dass die Basis des 
natürlichen mit der des Neper’schen Systemes nicht identisch 
sei, und auf diesen Unterschied wird auch noch an einer 
anderen Stelle?*) die Aufmerksamkeit des Lesers hingelenkt: 
Biot erzählt nämlich, dass er den hyperbolischen Logarithmus 





*) Von dieser verkehrten Manier Delambre’s führt auch Chasles?) 
_ ein recht drastisches Beispiel an. 


19) Biot, Rezension über: Memoirs of John Napier of Merchiston, 
Journal des savants, Annde 1835. 8. 259. 20) Chasles, Geschichte der 
Geometrie, deutsch’ von Sohnke, Halle 1839. S. 652, 21). Diok,. 0 265) 
22) Nesselmann, Die Algebra der Griechen, Berlin 1842. S. 122 ff. 
23) Biot, 8. 266. 24) Ibid. S. 269. 
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der Zahl 10 ‚‚d’apres les nombres de Napier corriges“ gesucht 
und ihn sehr nahe mit dem durch unsere jetzt vorliegenden 
Tafeln zu erhaltenden übereinstimmend gefunden habn. 

In Deutschland scheint man dem auch in manchen anderen 
Stücken überaus anregend geschriebenen Artikel wenig Beach- 
tung geschenkt zu haben; jedoch hat Bernhardt die Biot’- 
schen Resultate in seinem eigenen Schriftchen über die Ur- 
geschichte der Logarithmen ?5) mit verarbeitet. 

Hoffentlich wird dieser historische Rückblick dazu bei- 
tragen, ein abermaliges Aufwärmen der längst entschiedenen 
Frage nach der Identität der ältesten und der aus analytischen 
Gründen erst später betrachteten Logarithmen unmöglich zu 
machen; zusammenfassend sagen wir: 

„Der Unterschied zwischen den Neper’schen und den natür- 
lichen Logarithmen ist ein prinzipieller und ein praktischer — ein 
prinzipieller, insoferne Napier den Begriff einer Basis überhaupt 
nicht kannte, ein praktischer, insoferne diejenige Basis, welche 
unbewusst seinem Systeme zu Grunde liegt, nicht mit der Zahl 
e—= 2,18... übereinstimmt. 

Ss. 2. Der Umstand, dass keine logarithmische Tabelle 
über ein gewisses Mass von Annäherung hinauszugehen ver- 
mochte, machte schon auf einem sehr frühen Standpunkte der 
Logarithmotechnie eine Hülfstafel nöthig, bestimmt zur Er- 
sparung der an sich erforderlichen Proportionsrechnung. Der 
Grundgedanke dieser Einrichtung ist dieser: Man will in der 
Tabelle log « aufschlagen, findet jedoch darin nur log db und 


log ec bezüglich = log a. Dann gilt der regula falsi zufolge 


näherungsweise die Proportion 
(b — c):(a — c)= (logb — log c): (log a — loge), 

und so findet man die noch zu addirende Grösse. Möglichst 
grosser Erleichterung halber wird nun in einer besonderen 
Spalte zwischen log db und logc auch die Differenz (log db — loge) 
mitgeführt, und da die Differenz (4 — c) immer einer ganzen 
Zahl innerhalb eines gewissen Intervalles. (1 —- 10) gleich sein 
muss, so bildet man gleich im Voraus die sämmtlichen Quotienten 


(logb — logc) n 
b—c \ 





25) Bernhardt, Die Neper’schen Logarithmen, Wittenberg 1842, 
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unter » jede ganze Zahl jenes Intervalles verstanden, und 
schreibt die Ganzen des Resultates ebenfalls bei, in den voll- 
ständigen Tafeln der Neuzeit wohl auch die ersten Dezimalen. 
Diese Proportionaltheile scheinen nach Kästner?“ zuerst in 
der von Pezenas besorgten Ausgabe der Gardiner’schen 
Sammlung ?’) vorzukommen. 

Im Allgemeinen können nun solche ‚‚partes proportionales“ 
bei jeder ausgedehnteren Zusammenstellung numerischer Werthe 
Dienste leisten, und man musste auf brauchbare Methoden zu 
ihrer Berechnung bedacht sein. In diesem Sinne hatte Jean 
Bernoulli*) bereits im Jahre 1770 die Idee einer dahin zie- 
lenden Rechnung gefasst und auch einige zahlentheoretische 
Aufsätze?®) erscheinen lassen, das folgende Jahr brachte eine 
ausführliche Darstellung?) seines Verfahrens, mit welcher wir 
uns hier zu beschäftigen haben werden. Die Zeitgenossen 
haben indess anscheinend keine Notiz davon genommen, selbst 
das Klügel-Mollweide’sche Lexikon schweigt darüber, und 
die einzige Erwähnung der Methode fanden wir in der von 
Kausler °®) besorgten deutschen Ausgabe der Euler’schen 
Algebra. Für neuere Historiker gilt das Gleiche; nur Favaro°!) 
in seiner Geschichte der Kettenbrüche nennt wenigstens den 
Titel, und in der That sind es, wie wir sehen werden, gerade 
die Kettenbrüche, welche den eigenthümlichen Charakter jener 
Rechnungsweise bedingen. 

In jedem Falle ist der Proportionaltheil gleich einem Bruch, 





*) Genealogisch gewöhnlich mit Ziffer III bezeichnet. 





26) Kästner, Astr, Abhandl. 2. Theil. S. 19. 27) Tables de Loga- 
rithmes des nombres depwis 1 jusqw’ a4 102100, et les logarithmes des Sinus 
et des Tangentes de 10 en 10 Secondes pour chaque degre du quart de 
cercle, avec differentes autres Tables. Publices ci devant en Angleterre 
par Monsieur Gardiner, Nouvelle Edition, A Avignon 1770. 28) Bernoulli, 
Sur les fractions decimales periodiques, Nouv. M&m. de l’acad. de Berlin, 
Annee 1771. 8.273 ff. Id. Recherches sur les diviseurs de quelques nombres 
tres grands compris dans la somme de la progression geometrique: 1 + 10! 
+ 102 +10? +: -.107— 5, ibid. S. 318 ff. 29) Id. Recueil pour les 
Astronomes, Tome I., A Berlin 1771. 8. 255 ff. 30) Leonhard Euler’s 
vollständige Anleitung zur Algebra, deutsch von Kausler, 3. Theil, Frank- 
furt a. M. 1796. S. 54, 31) Favaro, Notizie storiche sulle frazioni con- 
tinue dal secolo decimoterzo al decimosettimo, Boncomp. Bullet., Tomo VII, 
S. 588. 
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dessen Zähler als Produkt aus zwei Faktoren sich darstellt; 
der eine Faktor (oben logd — log c) ist konstant und wird von 
Bernoulli mit m bezeichnet. Der Nenner (b — c) heisst hier ®?) 
c, die alle ganzzahligen Werthe eines Bezirkes sukzessive errei- 
chende Zahl wird, wie oben, n genannt. Um nun die Tabelle 
der Proportionaltheile herzustellen, müsste die Regeldetri fort- 
während angewandt werden, allein diess willeben Bernoulli 
nicht. ‚,‚Cette melhode cependant sera encore ou bien longue ou 
peu süre, a cause de la condition qu’on s’est imposee de ne jamais 
negliger plus que la moitie de Tunite du dernier chiffre; or la 
Methode dont je me propose de rendre compte, satisfail exacte- 
ment a cette condition, et quelque soit le nombre de n, on n’a 
besoin de faire, pour une valeur donnee de m, qu'une seule 
regle de trois; tous les autres lermes se determinant par de simples 
additions, au moyen de certawnes formules generales que Jai 
trouvees‘“°?). 
Es sei, wenn P nur ganzzahlig sein darf, 
DEN 
C 

Nun lasse man n alle die dafür bestimmten Werthe nachein- 
ander annehmen und sehe zu, wie sich — mit Beiseitesetzung 
aller Bruchtheile — der sonach als Funktion von rn erscheinende 


Werth von P ändert. Ist z. B. —— > (8 3)» so sei eben 


14 
> 


in (P+ 1) übergegangen, welcher Da sich für u 2 ung 


P=Pp für nie. fürn =oaharman also ist jetzt ? 


n = 3 nicht ändert, denn es ist sowohl > — > als auch , —_ < 12 


m ER 


für n=5 dagegen wird — = = = ‚ also muss (?P-+ 2) 


genommen werden. Diese Rear müssen nun®) allgemein 
gefasst werden. 

Es sei also 

m a h 

See 
unter kA und %k relative Primzahlen verstanden; dann lässt sich 
zeigen, dass zu (n-+J/)und (n-+ k + /), unter / eine beliebige 
Baze Zahl verstanden, die nämliche Zahl ?P + y gehört. 





32) u 8.256. 233) 701.9 257: 34) Ibid. S. 261. 
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Wenden wir die in neuester Zeit der Zahlentheorie geläufig 
gewordene Bezeichnung an, so können wir diese Thatsache so 
ausdrücken: 





C C 


ne er Be +k+ ') . 


Dann erhebt sich die weitere Frage°®®): ‚„Ou les periodes doi- 


vent-elles commencer? cest a dire pour quelle valeur de n doil-on 


faire la regle de trois, afin de delerminer le terme P= —, du 


quel on veut partir?‘“ Diese Frage beantwortet Bernoulli mit 
zwei Theoremen, die auch an sich interessant sind: 

I. /st k gerade, also h ungerade, so beginnt die Periode beim 
W ’erthe 


_rktk+2h+1), 


X 2h ’ 


r ist die kleinste ganze Zahl, welche auch den Ausdruck 
2rk+k+2_y 
2h 
ganzzahlig macht. 
II. Ist k ungerade, also h gerade, so beginnt die Periode 
beim Werthe 


ck tk+t2hti1 
I © 
2h ; 





r ist die kleinste Zahl, welche auch den Ausdruck 


rk eh-E1i7 
2h N 








ganzzahlig macht. 

Um nun diese Zahl r in jedem der beiden Fälle zu 
finden, hat man lediglich eine diophantische Gleichung vom 
ersten Grade mit zwei Unbekannten aufzulösen, und diese 
Auflösung wird in der ursprünglich von den Indern®) her- 
rührenden, aber von Lagrange wieder erfundenen®) Weise 
durch Kettenbrüche vollzogen”), die zu jener Zeit noch sehr 
wenig Verbreitung gefunden hatten. 


35) Hankel, Zur Geschichte der Mathematik im Alterthum und Mittel- 
alter, Leipzig 1874. S. 197, 36) Lagrange, Nouvelle Methode pour resoudre 
les problemes indetermines en nmombres entiers, Hist, de l’acad. de Berlin, 
Annee 1768. S. 181 ff. 37) Bernoulli, S. 263 ff, 
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Natürlich ist es nicht nothwendig, diese Betrachtung stets 
in extenso durchzuführen, vielmehr zieht man sich daraus eine 
praktische Regel, die sich folgendermassen formuliren lassen 
wird: 

Es sei 

m 1 


c ag 


1 


0). 4- 58 4 = 
Dann soll in rekurrirender Weise bestimmt werden, wie oftmal 
die letzten Ziffern der Zahlen P um x und (& -- 1) vermehrt 
werden müssen. Ks sei folgendes bekannt: Würde der obige 
Keitenbruch beim Theilnenner a;_ı abbrechen, so müsste eine be- 
stimmte Reihe von im Ganzen @ı_ı Vermehrungen eintreten. Als- 
dann sind zwei Fälle zu unterscheiden, je nachdem (k — 1) eine 
gerade oder ungerade Zahl ist. Der erste Summand entspricht x, 
der zweite (< +1). 

I. (k — ]) ist gerade. Um dann die Anzahl der Vermeh- 
rungen @;, zu bilden, welche zu «a, gehören, nehme man die An- 
zahl pr_2@r_ı mal und füge diejenige Anzahl von Vermehrungen 
von pr-ı hinzu, welche in pr» nicht (ax;_2 — 1) mal genommen 
werden, hiezu tritt dann noch pr_ı(a, — 1) mal genommen. 

Il. (# — 1) ist ungerade. Um 9; zu bilden, nehme man 
pr-ılk — 1) mal; hiezu kommt noch px-ı selbst nur mit dem 
Unterschiede, dass dessen zweiter Theil nicht (a;-ı — 1) mal, 
sondern o;_-ı mal genommen wird. 

Wir fühlen wohl, wie schwer es ist, die an sich einfache 
Regel allgemein auszusprechen, und man mag sich demgemäss 
vorstellen, wie schwer es Bernoulli, der noch nicht über die 
Indexbezeichnung verfügte, geworden ist, dieselbe anders als 
in Tabellenform präzise hinzustellen. Gestatten wir uns jedoch 
eine symbolische Darstellung, indem wir den Vorgang des 
nmaligen Nehmens einer Grösse durch das Produkt dieser 
Grösse in n ausdrücken, so gewinnen wir leicht ein übersicht- 
liches Bild. Wir haben dann folgende beide Regeln: 

I. Für ein gerades k ist 


9-1=M+ (aı —1)N, 
pr = (ar —— 1) pr—1 + M —- c4_ı N. 


’Il. Für ein ungerades k ist 
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Pr-ı — mM -I- (&r—ı 3 1) n 
po = (ar - Ypıt+m+ ar-ın. 


Das eigentliche Bildungsgesetz ist sonach für gerade und 
ungerade Indices das gleiche, und der ganze Unterschied be- 
steht in der etwas verschiedenen Zusammensetzung der Theile 
M und N, beziehungsweise m und n, in welche jedes 9, sich 
zerfällen lässt. Auch Bernoulli hat dieses rekurrente Bildungs- 
mittel der einzelnen p angegeben”), indess glauben wir, dass 
es in den obigen Formeln klarer als bei ihm hervortritt. 


Eine Reihe von Beispielen thun die allerdings sehr erfolg- 
reiche Verwendbarkeit der anscheinend so abstrakt gefassten 
Vorschrift zur Genüge dar, und jedenfalls geht aus unserer 
Skizze klar hervor, dass der sonst mehr als Astronom denn 
als reiner Mathematiker genannte Bernoulli in der Geschichte 
der Logarithmotechnie sowohl als”auch der Kettenbruchlehre 
mit Ehren genannt zu werden verdient. 


Ss. 4. Dass die sogenannten Gauss’schen Summen- und 
Differenzlogarithmen nicht ganz mit Recht diesen Namen tragen, 
ist längst zugegeben. Gauss selbst °®) schreibt die Konzeption 
der ersten Idee dem Physiker Leonelli zu, und in der That 
hat derselbe ein ausführliches Werk über diesen und verwandte 
Gegenstände geschrieben’). Auch später suchte er sich die 
Priorität der Erfindung zu wahren ?), jedoch war, wie Gauss!!) 
hervorhebt, die von ihm vorgeschlagene Einrichtung der Ta- 
bellen viel zu wenig praktisch, um allgemeineren Eingang zu 
finden. Durch Bekanntgebung des Briefwechsels, welchen im 
Jahre 1789 der junge Alexander v. Humboldt mit seinem 
ehemaligen Mathematiklehrer Pfaff führte, haben wir auch 
vor Kurzem erst erfahren, dass dieser in der Geschichte der 
reinen Mathematik sonst wenig genannte Mann über das Deside- 





37) Bernoulli, S. 263 ff. 38) Gauss, Tafel zur bequemen Berech- 
nung des Logarithmen der Summe oder Differenz zweyer Grössen, welche 
selbst nur durch ihre Logarithmen gegeben sind, Monatl. Corresp. znr 
Beförd. d. Erd- und Himmels-Kunde, 26. Band. S. 498, 39) Leonelli, 
Supplement logarithmique, contenant: la decomposition des grandeurs nu- 
meriqwes quelconques en facteurs finis, et la theorie des logarithmes addi- 
tionels et deductifs, Bordeaux 1802, 40) Id., Invention et Tables de 
logarithmes additionels et deductifs, Compt. rend. de l’acad. des sciences, 
XIII, 1841. 41) Gauss, S. 499. 
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ratum der Logarithmenlehre ganz gesunde Ansichten hegte®?). 
Er glaubte sogar zweierlei Wege gefunden zu haben, auf 
welchen sich dasselbe abstellen liesse. Bruhns?’) bemerkt 
darüber: „Hätte Humboldt seine erste Methode weiter ver- 
folgt, so würden daraus möglicherweise die später nach Gauss 
genannten Logarithmen entstanden sein; er gab sie aber, ihren 
Werth nieht erkennend, auf, indem er sie unanwendbar und 
mangelhaft nennt. Nach der zweiten Methode zerlegt er jede 
Zahl in zwei Faktoren, wovon der eine für alle Zahlen der- 
selbe ist und der Grundfaktor genannt wird. Die arithmetischen 
Operationen mit solchen Produkten sind den Operationen mit 
gewöhnlichen Zahlen so vollständig gleich, dass durch die Zer- 
legung der Zahlen in Faktoren, selbst mittelst Tafeln, keine 
Erleichterung eintritt, was Humboldt, nach Rücksprache mit 
Pfaff, wohl auch erkannt haben mag.... Hier sollte nur als 
bemerkenswerth angeführt werden, wie der zwanzigjährige 
Jüngling auf ein Bedürfniss im numerisehen Rechnen aufmerk- 
sam wurde, ja der später erfolgten Lösung sich schon ziemlich 
nahe befand“. Wir wollen nun den Nachweis führen, dass 
dieses Bedürfniss schon weit früher, an der Scheide des voran- 
gehenden Jahrhunderts, fühlbar geworden und von verschie- 
denen Mathematikern zum Gegenstande eingehender Unter- 
suchung gemacht war, ohne dass freilich in praktischer Beziehung 
eine wirkliche Vorwegnehmung der Gauss’schen Tabellen auf- 
zufinden wäre. 

Der erste Name, welcher uns hier entgegentritt, ist der 
eines im Uebrigen ganz verschollenen Gelehrten, Joseph 
Muschel v. Moschau. Näheres über den Mann anzugeben 
sind wir nicht in der Lage, Poggendorff nennt ihn nicht, 
und das Mitgliederverzeichniss der gelehrten Gesellschaft, i 
deren Memoiren er scine literarischen Erzeugnisse niederlegte, 
bezeichnet ihn einfach als Stadtarzt von Glatz. Es muss dem- 
nach wohl genauere Aufklärung über diese anscheinend gar 
nicht uninteressante Persönlichkeit der jetzt mit so grossem 
Eifer kultivirten schlesischen Provinzialgeschichte überlassen 
bleiben. 





42) ©. H. Pfaff, Johann Friedrich Pfafl’s Briefwechsel, Leipzig 1853. 
Beast 43) bruhns, Alexander v,. Humboldt. Eine wissenschaftliche 
Biographie, 3. Band, Leipzig 1872. S. 6. 
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Muschel’s Abhandlung **) trägt die Ueberschrift: ‚‚Me- 
thodus Additionis et Subtractionis Logarithmorum‘“‘, und charak- 
teristisch für seinen Zweck sind auch die Eingangsworte: 
„Hactenus sola multiplicatio et divisio per logarüthmos peracta est, 
ego vero curioso leclori propono methodum, qua mediante eliam 
additio et subtractio logarithmorum perfici queat‘. Die Methode 











selbst lehnt sich durch- 4 B | c 
weg an geometrische Be- "N _ N g 
trachtungen an, wie diess FEN DB: 

auch noch bei späteren N Warp Ze 
Geometern sehr oft der % 8, 

Fallist*), diebeiallen mit OR Dig 

Logarithmen zusammen- 


hängenden Fragen ent- 
weder auf die Hyperbel x 
oder auf die sogenannte 
„Logistik“ — zurückzu- 
kommen pflegen. 

Hier jedoch gestaltet sich die Sache einfacher. Ist gegeben 
loga und logb, gesucht log (a 4b), so mache man nach irgend 
einem Massstabe 42 (Fig. 1.) =a, BC =b, errichte hierauf 
senkrecht 42 und 2F und beschreibe um 2 als Mittelpunkt 
mit 2C als Halbmesser einen Kreis, der die Lothe bezüglich 
in # und Z schneidet; dann werde ZC gezogen und in D hal- 
birt. Zieht man ZB= BC, so ist 
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EC—=2bcosß, 

*, Wir verweisen in diser Hinsicht besonders auf Kramp*®°), der 
selbst in den neunziger Jahren noch sich nicht emanzipirt hat und bei 
seinen Untersuchungen über die Strahlenbrechung, wo so vielfach Loga- 
rithmen auftraten, stets von der Subtangente der logistischen Linie 
u. dgl. redet. 


44) J. Muschel de Moschau, Methodus Additionis et Subtractionis 
logarithmorum, Miscell. Cur, Academ. Caes.-Leopold. Dec, III., Annus IV. 
S. 102 ff. 45) Schreiben von Kramp an Hindenburg, Archiv d. reinen 
u, angew. Mathematik. 2. Band. S. 509, 
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also durch Logarithmirung 
log AC = log (a + b) = log EC + log cos ß = log2 + logb 
+ 2 log cos P. 

Recht prägnant zeigt sich der eminente Fortschritt der 
mathematischen Ausdrucksweise, wenn wir mit dieser über- 
sichtlichen Formulirung Muschel’s uns jetzt fast unverständ- 
liche Darstellung ?°) vergleichen: ‚‚Zogarithmo minori praefigatur 
unum, el postea ex eo sublrahatur logarithmus major, residuum 
est logarithmus Sinus alicujus arcüs, cujus arcus dimidium addaltur 
ad gradus quadraginta quinque, summa est arcus, cujus logarithmus 
Sinüs bis sumptus addatur ad logarilhmum datum majorem, et ad 
logarithmum numerum binarü, ex summa detracio numero binario 
a sinistris, remanet logarithmus Summae quaesitae“. Die Erui- 
rung des Hülfswinkels ß ist bier offenbar nicht deutlich dar- 
gelegt. 

Was nun die Bestimmung von log (a — b) anlangt, so voll- 
zieht sich dieselbe ganz analog — nur werden die beiden 
Strecken « und b nicht in entgegengesetzter, sondern gleicher 
Richtung von 2 aus aufgetragen. Muschel rühmt dann noch 
seiner Methode nach’), man könne mit ihrer Hülfe die geozen- 
trischen Planetenörter sehr leicht berechnen, und überhaupt sei 
sie zur leichteren Behandlung vieler Probleme der angewandten 
Mathematik vom höchsten Nutzen, 

Sehr grossen Beifall scheint indess diese trigonometrische 
Methode bei den Zeitgenossen nicht gefunden zu haben, und 
in der That windet sie sich noch durch zu viele Zwischen- 
rechnungen hindurch, um bequem genannt werden zu können. 
Christian Wolf wirft ihr deshalb nicht mit Unrecht diese 
Umständlichkeit vor ?°): „cum fundamentum ejus non satis obviam 
sit, difficulter memoria retinetur, nec commoda videlur, quae in 
usum communem recipiatur‘‘. Er giebt also eine neue und ein- 
fachere an, bemerkt aber selbst, dass dieselbe theilweise auf 
Hermann (den Verfasser der Phoronomia) als Urheber 
zurückgeleitet werden müsse. 


46) Muschel, S. 103. 47) Ibid. S. 105. 48) Wolf, Regula nova 
invenvendi logarithmum Summae vel, differentiae duorum numerorum sive 
rationalium, sive irrationalium, tam integrorum, guam fractorum, itemque 
potentiarum earundem sive similium, sive dissimilium, Acta Eruditor. 
Lipsiae MDCCXV. 8. 258. 
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Man betrachte, wenn wiederum log(a + b) zu bestimmen 
ist, Ya und Yb als Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks; 
alsdann ist die Hypotenuse c=ya--b. Ist dann « der dem 
Ya gegenüberliegende spitze Winkel, so ist (a > D voraus- 


gesetzt), 
rn 
way} 


log tg « = 4 (loga — log b). 


und 


Hieraus wird @ entnommen und dann gilt die Gleichung 
logc = 4 loga — logsine, 
log (a + b) = loga — 2 logsin e. 


Sollte statt der Summe (@ + b) der komplizirtere Aus- 
druck (a” + b*) vorliegen, so würde die Rechnung wesentlich 
dieselbe bleiben. 

Siebenzig Jahre später (also ungefähr um die nämliche 
Zeit wie Humboldt) nahm Delambre die Sache von Neuem 
auf. Er setzt??), um log (a + Db) zu finden, 


ar D=b(, = 1), z anscır, 
dann wird | 
a+tb=b(secex + 1)=btigr cot N 
oder schliesslich 
log(a + b) = logb + logtg x — log eot re 


Ebenso ergiebt sich, wenn die nämliche Substitution an- 
gewandt wird, 


log(a — b)=logb + logtgx + logtg > 


Die ganze Betrachtung dient nur zur Erleichterung der 
folgenden Parallaxenrechnungen 5). 





*) Im Original heisst es irrigerweise cos anstatt cot«. 


49) Delambre, Ueber die Berechnung der Parallaxe, D.k. schwed. Akad. 
d. Wiss. neue Abhandl. aus der Naturlehre, Haushaltungskunst u. Mechanik, 
deutsch v. Kästner und Brandis, 9. Band, 1. Hälfte. 8. 77. 50) Ibid, 
er 
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Woran lag es nun, dass die Vorschläge von Muschel, 
Wolf und Delambre sich nicht über das Niveau der All- 
täglichkeit zu erheben vermochten, welches ist der eigentliche 
Unterschied zwischen ihren Leistungen und, denjenigen von 
Leonelli-Gauss? Doch offenbar nur der, dass diese Männer 
die von Humboldt bereits gehegte Idee der tabellarischen 
Zusammenstellung realisirten. Dabei darf man sich durchaus 
nicht durch den Umstand beirren lassen, dass die äussere Ein- 
kleidung bei jenen früheren Gelehrten eine goniometrische ist, 
bei Gauss aber dieses Beiwerk abgestreift hat. Sagt er doch 
selbst bei Erklärung des von ihm gewählten Arrangements): 
„Man kann also auch die Zahlen der drey Columnen als die 
doppelten Logarithmen der Tangenten, Cosekanten und Sekanten 
der Winkel von 45° bis 90° betrachten“. Kurz, Allem in 
Allem, wird man uns nicht Unrecht geben können, wenn 
wir sagen: 

So hoch auch die Neuerung zu schätzen ist, welche wir in der 
durch Gauss bewirklen tabellarischen Anordnung der Werthe 


b 
12 


erblicken müssen, so war der endgültigen Durchführung derselben 
doch durch die trigonometrischen Methoden verschiedener Schrift- 
steller des achtzehnten Jahrhunderts entschieden vorgearbeitel worden. 


NSO-Lo77: 


Zu 8. 2. Biot hat sich noch ferner die dankbare Aufgabe gestellt, 
den ganzen Gedankengang des Erfinders der Logarithmen nochmals durch- 
zumachen, nur ausgerüstet mit den vollkommeneren Hülfsmitteln der mo- 
dernen Analysis. Sein Verfahren kann natürlich prinzipiell kein anderes 
sein als das von Kästner und Wackerbarth angewandte; nur bedient 
er sich nicht der abkürzenden Bezeichnung des Differentialkalküls, sondern 
entwickelt in unendlichen Reihen. Bleibt man bei der phoronomischen 
Einkleidung Napier’s stehen und setzt den Weg, welchen das mit 
gleichförmiger Geschwindigkeit begabte Mobil zurückgelegt hat, = x, den 
des anderen = y, so gilt die sofort. verständliche Relation ’?) 


EEE 
na 1+(1l-—a)r’ 

51) Gauss, S. 500. 52) Biot, Analyse et restitution de l’ouvrage 

original de Napier, intitule: Mirifici logarithmorum canonis deseriptio, 

Journal de Savants, Annde 1835. S. 355. 
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und nach dem binomischen Lehrsatz 


Be (4 - (aut Gl) Mart va 


Damit dann x in den Neper’schen Logarithmen von (A — y) über- 
gehe, muss n unendlich gross genommen werden; setzt man also allgemein 


RE ehe ee) 
np Apr APp,! (: = (1 ni ( 
so transformirt sich, unter der Voraussetzung n = 00, die obige Reihe in 
die nachstehende: 


Finn 2.) 


oder, da bekanntlich diese Reihe die Exponentialreihe ist, 








LT 


N=ZA—y=4e A: 


Wie aber (A— y) und x bei Napier zusammenhängen, wissen wir 
bereits; wir können die letzte Gleichung also auch so umschreiben: 


N 1 
log hyp De ke lognepN, 


und in diese Beziehung muss dann noch der numerische Werth von A 
eingesetzt werden; für denselben ward oben bereits die Zahl 107 gefunden, 

Auf die weiteren Bemerkungen Biot’s können wir, so interessant sie 
auch an sich sind, hier nicht näher eingehen, da sie zu unserer Kardinal- 
frage keine direkte Beziehung haben. 

II. Zu 8.3. Jean Bernoulli zeigt sich auch bei einer anderen Ge- 
legenheit mit den Fortschritten wohl vertraut, welche die Theorie der 
Kettenbrüche zu seiner Zeit, hauptsächlich unter den Händen eines Euler 
und Lagrange, machte; die betreffende Stelle scheint uns auch deshalb 
einer Aufzeichnung werth, weil sie die Aufmerksamkeit der Mathematiker 
auf ein anscheinend vergessenes Werk und zugleich auf einen wenig be- 
kannten Schriftsteller5), den Engländer Ludlam, lenkt. Bernoulli 
berichtet’®): ‚Le dernier article de cette seconde partie concerne la con- 
struction et la force des luneites a plusieurs oculaires. Le procede de M, 
L. pour cette construction est fonde sur la meme Theorie que celle que 
M. Euler employe Tome XIII. p. 283 des Memoires de Berlin savoir que 
l’image produite par chaque verre anterieur devient objet pour le verre 
suivant. Ües details sont suivis de l’exposition des avantages qul y a d mul- 
tiplier les oculaires intermediaires; on connoit ces avantages, mars on sait 
aussi qu’ils sont compenses par plus d’un desavantage; cette compensation 
ne sera pas parfaite; je laisse aux Opticiens a examiner de quel cote panche 


| 53) Ludlam, Astronomical observations made in St. Johm’s College with 
an account of several astronomical instruments, Cambridge 1769. 54) 
Bernoulli, Becueil ete., Tome I. S. 124, 
Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. 19 
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la balance. L’auteur finit par le calcul de Vamplification, et sa methode 
aßyd. 
abed 

Eigentlich müssten diese Symbole in Klammern stehen. Es ist diess 
einer der wenigen Fälle, wo Euler’s Kettenbruchalgorithmen als Basis 
zu weiteren Forschungen über Systeme von Linsengläsern gedient zu 
haben scheinen, 

II. ZuS$S.4. Muschelius v. Moschau, um die latinisirte Form bei- 
zubehalten, versuchte seine Kräfte auch an dem altberühmten delischen 
Problem. Die erste Konstruktion, welche er angiebt, leitet er mit den stolzen 
Worten ein55): „cum methodus monstrans, quatenus ope solius circimi et 
vulgaris regulae dieta cubi duplicatio perfici possit, adhuc d nemine sit 
inventa neque proposita, eam hie communicare volwi‘‘ — indess entspricht 
sie denselben natürlicherweise nicht, sondern läuft auf Probiren hinaus. 
Seine zweite Methode ®%) dagegen beruht auf einem Instrumentchen, 
welches im Wesentlichen mit dem von Plato zum gleichen Zwecke in 
Vorschlag gehrachten 5”) übereinstimmt. 

IV. Zu $.4. Einigermassen hierher gehört auch der Versuch des Er- 
langer Mathematikprofessors Poezinger, aus 


log («© — 1) und log (x +1) 


den Logarithmus von & selbst zu finden. Am Schlusse einer ziemlich weit- 
läufigen Untersuchung, bei welcher, im Sinne der Zeit, unendliche Reihen, 
über deren Konvergenz gar nichts bekannt ist, in der ungenirtesten Weise 
summirt, potenzirt etc. werden, kommt er zu der Formel’®) 
log ae +1) lege — 1) ı , 1 1 1 1 

2 ee 


ee 


revient a la formule connue de M. Euler, m = 








log = 


unter M den Modul des briggs’schen Systemes verstanden. Bei einer prak- 
tischen Anwendung derselben ergiebt sich ihm eine Differenz mit einer 
ähnlichen Rechnung von Keill, die er zu seinen Gunsten auslegt. 





55) Muschel de Moschau, Methodus duplicationis cubi geometricae, nıon- 
strans, quatenus ılla ope solwus circimi, et vulgaris regulae (quod lineale 
vocamus) perficvenda sit, Miscell. etc. Dec. III., Annus IV. S. 95. 56) Id. 
Methodus alia duplicationis cubi per quatuor regulas rectangulares, Ibid. 
8. 101 ff. 57) Bretschneider, Die Geometrie und die Geometer vor 
Euclides, Leipzig 1870. S. 141. 58) Poezinger, Von Erfindung des Lo- 
garithmen von & aus den Logarithmen von 2 +1 und & —1, Erlangische 
Gelehrte Anzeigen auf das Jahr 1749. 8. 233. 


> 


Kapitel VI. 


Zur Geschichte der jüdischen Astronomie im Mittelalter. 


$S. 1. Die in den folgenden Zeilen niedergelegte Unter- 
suchung bezieht sich auf einen Punkt, für den von mathematisch- 
historischer Seite nur sehr wenig geschehen ist, dessen Aufklä- 
rung: vielmehr fast ausschliesslich der rabbinischen Wissenschaft 
anheimfiel. Gewiss wäre es nun im hohen Grade unrecht, die 
von dieser Seite stammenden Leistungen mit geringschätzigem 
Blicke zu betrachten, denn nur auf dem Boden der eigentlich 
jüdischen Gelehrsamkeit konnte sich die nöthige Fachkenntniss 
zur richtigen Beurtheilung der hier in Frage kommenden oft 
höchst komplizirten Verhältnisse vorfinden. Ist doch die jü- 
dische Chronologie, deren Studium hier massgebend ist, nicht 
in gleichem Sinne ein Zweig der angewandten Mathematik, 
wie die anderer Kulturvölker, und spielt doch das so eigen- 
thümliche Ritualgesetz an allen Stellen so wesentlich bestim- 
mend seine höchst wichtige Rolle. Nur mit Zagen darf es in 
der That der Nichtfachmann auf diesem Gebiete wagen, sich 
und Anderen Licht über dunkle Punkte verschaffen zu wollen, 
und keinesfalls darf daran gedacht werden, etwas Fertiges oder 
gar Unanfechtbares zu liefern. Wenn hier gleichwohl das 
Wagniss unternommen wird, selbstständig vorzugehen, so muss 
die Entschuldigung, resp. die Berechtigung hiezu in zwei wich- 
“tigen Umständen gesucht werden. Einmal nämlich begegnet 
es den Hebräisten nicht selten, dass ihnen das allgemeine 
Interesse entschlüpft, und dass der bereits den jüdischen 
Scholastikern des Mittelalters lieb gewordene Hang zur Polemik 
allzusehr hervortritt; aus diesem Grunde ist es vielleicht für 
die Sache selbst von Vortheil, wenn ein nicht ganz so tief in den 
Gegenstand Eingedrungener, dafür aber desto Unbefangenerer 
an ihn herantritt und ihm eine allgemeiner interessante Seite 
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abzugewinnen sucht. Zugleich leitete der Gedanke, ein Feld, 
an dessen Kultivirung nur ein einziger unter den neueren 
mathematischen Historikern hervorragenden Antheil genommen 
hat, durch übersichtliche Darstellung der allmählich gewonnenen 
Resultate zugänglicher zu machen. Auch berücksichtigen die 
Arbeiten Steinschneider’s vorzugsweise die sprachliche und 
rein historische Seite der Wissenschaft, und diess bekanntlich 
in nicht zu übertreffender Weise; dagegen tritt das, was für 
die Entwickelungsgeschichte der Mathematik als Wissenschaft 
von besonderem Interesse ist, nothwendig etwas in den Hinter- 
srund. 

Das eigentliche Motiv dieser Studie bildet eine Bemerkung 
von Littrow!). Derselbe spricht an dieser Stelle von dem 
eigenthümlichen Mangel an induktivem Sinn, welchen wir bei 
der gelehrten Welt des Mittelalters wahrnehmen, erwähnt dann 
einiger bemerkenswerther Ausnahmen und sagt schliesslich: 
„Einzelne Männer hatten selbst lange vor Roger Baco den 
richtigen Weg der Naturforschung eingeschlagen. Auch dafür 
sei ein vielleicht weniger bekannter Beleg beigebracht. Die 
Sichtbarkeit der Sichel nach dem Neumonde hat für die Juden 
eine rituelle Bedeutung, da der kirchliche Anfang ihrer Monate 
davon abhängt. Ihr grosser Weltweiser Maimonides über- 
liefert uns im zwölften Jahrhundert das Verfahren, nach welchem 
sie geraume Zeit hindurch die Momente notirten, da die Lunula 
sich dem Auge zeigte, und daraus eine Formel ableiteten, mit- 
telst deren man je näch der Stellung von Sonne und Mond 
die Zeit des Sichtbarwerdens der Sichel berechnen kann. Das 
ist Induktion wie sie leibt und lebt, aber die Zeit war noch 
lange nicht gekommen, da der Boden für solchen Samen 
empfänglich wurde, da man die hohe Bedeutung jenes Ver- 
fahrens überhaupt erkannte‘. 

Wäre der hier angezogene Ausspruch Littrow’s in allen 
Stücken korrekt, so würde er ein geschichtlich-mathematisches 
Faktum von der grössten Tragweite repräsentiren. Es soll 
nun der Versuch gemacht werden, denselben einer eingehenden 
Untersuchung zu unterziehen; hiebei wird es sich als erforder- 
lich ausweisen, die Grundzüge der jüdischen Kalendariographie 





1) ©. v. Littrow, Ueber das Zurückbleiben der Alten in den Naturwissen - 
schaften, Wien 1869. S. 24. 
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selbst vorzuführen, deren kurze und populäre Erörterung aus- 
sesprochenermassen ein Hauptzweck der ganzen Arbeit ist. 
Freilich giebt es bereits gute Darstellungen dieses Wissens- 
zweiges; aber theils sind dieselben, wie z. B. Ideler’s Haupt- 
werk ?), zu umfänglich, theils vernachlässigen sie den gerade 
hier in Betracht kommenden integrirenden Punkt, wie diess 
z. B. bei der sonst empfehlenswerthen kurzen Zusammenstel- 
lung Mädler’s der Fall ist?°). 

$S. 2. Abgesehen von Kompendien sind in der neuesten 
Zeit über Themata aus der althebräischen Chronologie und 
Kalendereinrichtung so viele zum Theil umfangreiche For- 
schungen entstanden — wir nennen nur die Namen Nessel- 
mann, Slonimski, Steinschneider —, dass es nicht immer 
leicht ist, sich völlig über einzelne Punkte zu orientiren. Ueber- 
diess ist der weitaus grösste Theil dieser Abhandlungen in 
einer für fernerstehende Leser grossentheils unverständlichen 
Terminologie abgefasst, vielleicht auch in wenig zugänglichen 
Fachzeitschriften niedergelegt; dazu tritt noch der Umstand, 
dass es nicht leicht eine gleich eng begrenzte wissenschaftliche 
Disziplin geben wird, in welcher — wie das oben bereits an- 
gedeutet ward — die Kontroverse sich einer gleich ausgedehnten 
Herrschaft erfreute, und in welcher die Menge der unzweifel- 
haft feststehenden Fakta eine relativ gleich geringe wäre. 

Die allerneueste Zeit hat auch hier, wenigstens theilweise, 
Abhülfe geschafft. Durch das kürzlich erschienene in klarer 
und anregender Sprache verfasste Werkchen von Schwarz!) 
ist es auch dem, welcher die gelehrten Streitigkeiten der Tal- 
mudisten möglichst zu umgehen wünscht, möglich geworden, 
über einschlägige Fragen sich Raths zu erholen. Allerdings 
dürfen wir auch hier nicht alles Gebotene kritiklos entgegen- 
nehmen, indem von einer besonders dem Mathematiker achtungs- 
werthen Seite gewichtige Bedenken) gegen die genannte Schrift 
geltend gemacht wurden. Es hat nun freilich Schwarz®) in 








2) Ideler, Handbuch der mathematischen und technischen Chrono- 
logie, 2. Band, Berlin 1826. 3) Mädler, Populäre Astronomie, Berlin 
1861. S. 601ff. 4) Schwarz, Der jüdische Kalender, historisch und astro- 
nomisch untersucht, Breslau 1872. 5) Slonimski, Rezension hiezu, 
Geiger’s jüdische Zeitschrift, 11. Jahrg. S. 122 ff. 6) Schwarz, Zur Ge- 
schichte des konstanten Kalenders, Fränkel’s Zeitschr. f. Gesch. u. Literatur 
des Judenthums, 23. Jahrg. 5. 375 ff, 
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einer längeren Antikritik seine Stellung diesen Angriffen gegen- 
über zu wahren gesucht, und wir befänden uns so in der für 
unseren Zweck höchst unerquicklichen Lage, uns auf keine 
feste Autorität beziehen zu können, denn gewiss kann es nur 
einem mit allen hier eingreifenden Detailfragen völlig ver- 
trauten Manne zustehen, ein endgültiges Urtheil in dieser 
Streitsache zu fällen. 

Glücklicherweise steht jedoch die Sache nicht ganz so 
schlimm, als es auf den ersten Blick scheinen könnte. Die 
Ausstellungen Slonimski’s — mögen sie nun durchweg ge- 
gründet sein oder nicht — beziehen sich ausschliesslich auf 
Punkte, die zur Entscheidung unserer Frage mehr oder weniger 
irrelevant sind. Dass diess sich wirklich so verhält, glauben 
wir am besten nachweisen zu können, wenn wir die Rezension 
Slonimski’s in ihren Hauptpunkten uns kurz ansehen. 

Der erste und für die Beurtheilung des Ganzen schwerst- 
wiegende Einwurf richtet sich gegen die hohe Stellung, welche 
Schwarz den wissenschaftlichen Leistungen der ältesten jü- 
dischen Gelehrten zuweisen soll. Wir können, wie gesagt, 
uns kein entscheidendes Urtheil anmassen, dürfen aber be- 
haupten, dass unsere Zwecke unter diesem Dilemma in keiner 
Weise leiden. Denn, wie man aus dem Bisherigen bereits 
bemerkt haben wird, beabsichtigen wir die Littrow’sche 
Ansicht wenn nicht direkt zu widerlegen, so doch zu zeigen, 
dass sie viel zu optimistisch sich die Sache denkt. Können 
wir nun diesen Nachweis mit Hülfe des Schwarz’schen Buches 
leisten, so wird man gewiss den Vorwurf nicht erheben können, 
als hätten wir die Wissenschaft des Judenthums absichtlich 
zu niedrig abgeschätzt. Der zweite Einwand bezieht sich auf 
die Einführungszeit der sogenannten Tekupha, von der später- 
hin ausführlicher die Rede sein wird. Slonimski glaubt als 
bestimmt annehmen zu dürfen, dass der jetzige jüdische Ka- 
lender nicht der talmudischen*) Aera entstammen könne. Da 





*) So bekannt das Wort „Talmud“ auch allgemein ist, so selten ver- 
bindet man damit richtige oder auch nur bestimmte Begriffe. Es wird 
deshalb nicht ohne Interesse sein, wenn wir hier eine kurze historische 
Auseinandersetzung über diesen Gegenstand einschalten, welche wir einem 
unlängst erschienenen populären Werkchen”) entnehmen. Der Talmud 





7) Stern, Ueber den Talmud, Würzburg 1875. 
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wir uns mit einer weit späteren Epoche zu beschäftigen haben, 
so können wir auch diese Frage getrost in der Schwebe be- 
lassen, doch kommen wir weiter unten nochmals darauf zurück. 

Es versteht sich gleichwohl von selbst, dass wir nicht 
gerade von Maimonides auszugehen nöthig haben. Dieser 
gefeierte Polyhistor des jüdischen Mittelalters war nicht eigent- 
lich Mathematiker oder Astronom von Beruf — der gleich- 
namige Kommentator des Alfraganus scheint mit ihm, nach 
Steinschneider®), in keinerlei Beziehung gesetzt werden zu 
dürfen —; vielmehr begnügte er sich, wie diess auch aus 
Littrow’s (s. 1.) Worten hervorgeht, die astronomischen Ka- 
lenderregeln als Spezialkapitel eines allgemeinen Systemes zu 
behandeln. Steinschneider (a. a. O.) bemerkt hierüber: 
„Maimonides behandelte die jüdischen Kalenderregeln in dem 
arabischen Kommentar zum Traktat Rosch haschana, in einer 
besonderen Schrift (1158) und namentlich in einem Abschnitte 
seines Gesetzkodex, dessen Kommentation wieder ein Mittel- 
punkt für die Thätigkeit vieler Späteren wurde, wie z. B. 
Obadja ben David in Aegypten (1325), Levi ben Chabib 
(um 1500) u. s. w. — ferner Abraham ben David (um 
1160) und Andere“. 

8. 3. Die Zeitrechnung des alten jüdischen Volkes war 
auf das sogenannte gebundene Mondjahr basirt, .d. h. auf einen 
Zyklus, der sich nicht ausschliesslich an die Erscheinungen 
des Mondes anlehnte -— denn sonst würden sich im Laufe der 
Jahre die grössten Unzukömmlichkeiten ergeben haben —, 
sondern auch auf den Lauf der Sonne Rücksicht nahm. Von 





ist durchaus kein fertiges System der Religionswissenschaft, sondern eine 
Sammlung von einzelnen zu den verschiedensten Zeiten angestellten Studien 
und Betrachtungen berühmter Lehrer. Jehuda der Heilige sammelte 
um 190 n. Chr. den tradirten Lehrstoff und schrieb ihn unter dem Titel 
„Mischna“, d. i. wiederholte Lehre, nieder — der älteste Theil des 
Talmud. Im 4. Jahrhundert hatte sich dieser Anfang zu einem umfassenden 
Gebäude, dem sog. jerusalemischen Talmud erweitert, zu dem um’s Jahr 
500 n. Chr. durch die Bemühungen der in der mesopotamischen Diaspora 
wohnenden Glaubensgenossen der babylonische Talmud als Seitenstück 
hinzutrat,. Der Talmud zerfällt in zwei Unterabtheilungen, die „Halacha“ 
und „Agada‘, in unserem Sinne etwa Theorie und Praxis. 


8) Steinschneider, Ersch u. Gruber’s Enzyklopädie, Sekt. II., Band 21. 
S. 437. 
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höchster Wichtigkeit war die Festsetzung des Eintrittes jedes 
neuen Monates; als Norm für diess Ereigniss war das erste 
Erscheinen der Neumond-Sichel in der Abenddämmerung vom 
Gesetze bestimmt. Um diesen Termin zu erkennen, standen 
zwei Hülfsmittel zu Gebote — die blosse Beobachtung einer-, 
die astronomische Berechnung andererseits, Man erkennt so- 
fort, dass jede der beiden Bestimmungsweisen ihre .eigen- 
thümlichen Vorzüge und Nachtheile hat. Die blosse Beobach- 
tung war all den Fehlern unterworfen, mit welchen jedes 
Zeugniss unserer Sinne behaftet zu sein pflegt; jedoch wussten, 
wie wir sofort sehen werden, die Männer des Gesetzes diesem 
Fehler bis zu einem gewissen Grade abzuhelfen. Auf der 
anderen Seite kann auch eine rein astronomische Berechnung, 
selbst wenn sie über ganz andere mathematische Hülfsmittel 
zu verfügen hat, als den jüdischen Gelehrten zur Disposition 
standen, nie genau den Moment fixiren, wo der Mond sichtbar 
zu werden beginnt*). 





*) Es ist diess offenbar nichts anderes als ein Problem der Optik, dem 
sich etwa folgende Fassung geben liesse: 

Ein Punkt (der Beobachter) bewegt sich in einem Kreise mit gegebener 
Geschwindigkeit; ein Gleiches thut, unter Voraussetzung einer anderen 
konstanten Geschwindigkeit eine an sich dunkle Kugel. Es sei num ge- 
geben eine feste mit homogener Leuchtkraft ausgestattete zweite Kugel, und 
es sei die Zeit zu bestimmen, nach deren Verlauf die durch letztere auf 
ersterer Kugel erzeugte Lichtphase, von jenem Punkt aus gesehen, einen 
bestimmten scheinbaren Durchmesser = a erhält. 

Nach erfolgter Auflösung dieser Aufgabe würde man im Resultat 
denjenigen Bogenwerth für « zu substituiren haben, welchen ein normales 
Auge als leuchtend auf dunklem Hintergrunde noch zu erkennen im 
Stande ist, Bekanntlich giebt es einen bestimmten numerischen Werth 
für diese Grösse mit voller Genauigkeit nicht, indem zu viele verschiedene 
Faktoren bedingend darauf einwirken. Humboldt?) bemerkt in Bezug 
darauf: „In der Bestimmung des kleinstmöglichen optischen Sehwinkels, 
unter welchem irdische Objekte dem blossen Auge erkenntlich sind, ist 
man seit Robert Hooke, der noch streng eine volle Minute festsetzte, 
bis auf Tobias Mayer, welcher 34” für einen schwarzen Fleck auf weissem 
Papier forderte, ja bis zu Leeuwenhoek’s Spinnfäden (unter einem 
Winkel von 4”,7 bei sehr gewöhnlicher Sehkraft sichtbar) immer vermin- 
dernd fortgeschritten... Das Problem ist gar nicht im Allgemeinen nume- 
risch zu lösen, da alles von den Bedingungen der Gestalt der Objekte, 





9) A. v. Humboldt, Kosmos, 3. Band, Stuttgart u. Tübingen 1850. 
S. 68. 
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$. 4. Schwarz theilt die "Geschichte des hebräischen 
Kalenders in drei Perioden ein!’). Im ersten Zeitraum, welcher 
von den ältesten Zeiten bis zur Rückkehr der nach Babylon 
verpflanzten Juden in ihre Heimath reicht, scheint die Bestim- 
mung des Monatsanfanges noch ziemlich lax vorgenommen 
worden zu sein, anders in der zweiten Periode, welche 
Schwarz!!) von Esra bis zu dem Rabbi Juda I. rechnet. 
„Das Beobachtungsverfahren‘‘ — sagt unser Gewährsmann (a. 
a. OÖ.) — ‚ist ein viel strengeres, als in der früheren Zeit. 
Während man in der biblischen Epoche Neumonde und Feste 
einsetzte und anordnete, je nachdem die Mondphasen dazu auf- 
forderten, betrachtete man in der zweiten Epoche die Fixirung 
des Monatsanfanges als einen gerichtlichen Akt, dem ein Zeugen- 
verhör vorausgehen musste. Aller Wahrscheinlichkeit nach hat 
schon die grosse Synagoge die Einrichtung getroffen, dass die 
Neumonde — wenigstens der zwei Festmonate Nisan und 
Tischri — vermittelst Beobachtung und Aussage glaubwürdiger 
Zeugen angesetzt wurden; und wir sind zu dieser Annahme 
um so mehr berechtigt, als wir uns sagen müssen, dass unsere 
Alten dieses Verfahren als das geeignetste Mittel erkennen 
mussten, die Länge des Monates zu eruiren“. Ueber den ju- 
ristischen Modus des hier erwähnten Zeugenverhöres werden 
verschiedene höchst interessante Einzelheiten mitgetheilt, welche 
den hohen Werth, den man auf diese Bestimmung legte, klar 
hervortreten lassen. 

Vergleichen wir mit dem bisher Gesagten jene Stelle bei 
Littrow, so ergiebt sich zunächst, dass der erste Theil der- 
selben auf vollständiger :Wahrheit beruht, indem wirklich ge- 
raume Zeit hindurch der Moment markirt wurde, wo die Lu- 
nula sich dem Auge zeigte. Ob aber der Zweck dieser 





ihrer Erleuchtung, ıhres Kontrastes mit dem Hintergrunde, von dem sie 
sich abheben, der Bewegung oder Ruhe und der Natur der Luftschichten, 
in denen man sich befindet, abhängt“. Diess zusammengenommen wird 
man für « in dem uns hier beschäftigenden Falle einen sehr kleinen 
Werth, der vielleicht bis nahe an eine Sekunde herangeht, annehmen 
müssen, indem die hier sehr beträchtliche Kontrastwirkung das Erkennen 
erleichtert, während noch dazu unter dem Himmel Palästinas ungewöhn- 
lich günstige meteorologische Vorbedingungen vorhanden waren. 


10) Schwarz, 8. 6. 11) Ibid. 8. 14, 
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Beobachtungen wirklich genau der war, welchen Littrow 
angiebt, das muss vorläufig noch dahingestellt und weiterer 
Untersuchung vorbehalten bleiben. | 

8.5. Fürs Erste scheint es nun allerdings auch voll- 
kommen richtig zu sein, dass man sich nicht damit begnügte, 
in jedem einzelnen Falle den Monatsanfang durch blosse Zeugen- 
vernehmung festzustellen, sondern dass man auf diese letztere 
auch eine Art von Berechnung zu gründen bestrebt war, sei 
es auch nur als Präventivmassregel, um bei Ausnahmefällen, 
wo aus irgend einem Grunde keine Zeugen aufzutreiben waren, 
doch einen einigermassen sıcheren Anhaltspunkt zu besitzen. 
Hiezu brauchte man nur, meint Schwarz!?), „die Distanzen der 
Meridiane, unter welchen zwei aufeinanderfolgende Neumonde 
in der Abenddämmerung beobachtet wurden, genau zu kennen, 
um die Dauer des einen oder anderen Monates präzise zu be- 
stimmen, und nach einer Reihe von solchen Beobachtungen, 
die Summe der aufgezeichneten Tage, Stunden u. s. w. durch 
die Anzahl der Monate zu dividiren, um die Länge des Mo- 
nates zu erfahren“. 

Nun könnte man vielleicht geneigt sein, diese Thatsachen 
mit dem zweiten Theile des Littrow’schen Ausspruches zu 
identifiziren und so auch diesen zweiten Theil als historisch 
erwiesen zu erachten. Dem lässt sich jedoch zweierlei mit 
allem Fug entgegenhalten. Einmal nämlich ist von einer eigent- 
lichen Berechnung, bei welcher auch der wechselnde Stand 
von Sonne und Mond mit berücksichtigt wäre, nicht im Ent- 
ferntesten die Rede — im Gegentheile, die Sache ist so einfach, 
dass der Ausdruck ‚Berechnung‘ kaum auf sie passt. Han- 
delte es sich doch eigentlich nur darum, aus s,....s„ gemes- 
senen Monatslängen das arithmetische Mittel gleich 

ion 
Seal 
i—1 
herzuleiten. Und zweitens wird es doch wohl nicht gestattet 
sein, einem solchen Verfahren den Ehrentitel eines ‚‚induktiven“ 
beizulegen. Nach der Definition des kompetentesten Richters 
auf diesem Gebiete, Stuart Mill!®), ist „Induktion. dasjenige 


12) Schwarz, S. 15. 13) Schiel, Die Methode der induktiven For- 
schung als die Methode der Naturforschung in gedrängter Darstellung 
hauptsächlich nach John Stuart Mill, Braunschweig 1865. 8. 13. 
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Verfahren, durch welches allgemeine Urtheile oder allgemeine 
Wahrheiten bewiesen werden, sie ist die Verstandesoperation, 
durch die wir schliessen, dass das, was auf einen besonderen 
Fall (oder besondere Fälle) wahr ist, auch in allen anderen 
Fällen wahr sein wird, welche jenem ersten Fall in einer nach- 
weisbaren Beziehung ähnlich sind, dass, was von gewissen 
Individuen einer Classe wahr ist, auch für die ganze Classe 
wahr ist, oder dass, was zu gewissen Zeiten wahr ist, auch 
unter ähnlichen Umständen zu allen Zeiten wahr sein wird“. 

Mit dieser Definition stimmt nun aber die oben geschil- 
derte Methode der Juden durchaus nicht überein; dieselbe ist 
nicht induktiv, sondern rein empirisch. Wollte man in allen 
ähnlichen Fällen, also z. B. überall, wo die Anwendung eines 
einfachen arithmetischen Mittels uns entgegentritt, diese Be- 
zeichnung beibehalten, so würde sich die induktive Natur- 
forschung bis zu einer sehr frühen Epoche hinauf verfolgen 
lassen. | 

Wenn nun aber auch diess Verfahren die Probe nicht hält, 
so könnte diess doch vielleicht mit den anderen Bestimmungs- 
weisen der Fall sein, deren sich die hebräischen Astronomen 
zur Kalenderregulirung bedienten. Vergewissern wir uns nun- 
mehr auch in dieser Richtung. 

$. 6. Bereits in jener zweiten Periode, innerhalb deren 
sich unsere bisherige Darstellung bewegte, beruhte die Be- 
stimmung des Monatsbeginnes nicht mehr ausschliesslich auf 
der Beobachtung; im Gegentheile erkannten die an der Spitze 
stehenden Männer den Vortheil der von allen Zufälligkeiten 
befreiten astronomischen Berechnung so deutlich, dass noth- 
wendig eine eigenthümliche Verbindung oder, besser gesagt, 
Verquickung beider Methoden resultiren musste. Diess ergiebt 
sich schon aus dem von Schwarz!?) angeführten Umstande, 
dass die Dauer des Schaltmonates a priori festgesetzt wurde, 
denn „wäre die wahre Konjunktion resp. das Sichtbarwerden 
des Mondes immerdar massgebend gewesen, hätte man der 
Berechnung gar keinen Raum gegönnt, so ist nicht abzusehen, 
wie man im Voraus über den Charakter des Monates mit 
Sicherheit beschliessen konnte‘. 

Dass diese Art der Berechnung erst nach und nach sich 


14) Schwarz, S. 17. 
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verbesserte und selbstständiger wurde, ist an sich klar; im 
Ganzen trug sie jedenfalls den Charakter der Zyklenbestim- 
mung, welche wir mehr oder weniger ausgeprägt bei allen 
alten Kulturvölkern vorfinden — es sei in dieser Beziehung 
nur an die Hundsternperiode der Aegypter, an den Saros der 
Chaldäer, an den neunzehnjährigen Zyklus des Atheners Meton 
erinnert. Bekanntlich geht in der ältesten Zeit die ganze Stern- 
kunde in solchen Zyklen auf, die ja auch allein die Vorher- 
bestimmung von Verfinsterungen ermöglichen konnten, und es 
ist sogar höchst wahrscheinlich, dass die Bestrebungen zur 
Ausmittelung brauchbarer Zyklen eine höchst förderliche Rück- 
wirkung auf die Zahlenlehre ausübten, wie wir diess an einem 
anderen Orte ausführlicher darzulegen gesucht haben*). Allein 
ob wir diesen theilweise so überaus genau ihren Zweck er- 
füllenden Methoden diejenigen der Hebräer überhaupt nur 
gleichstellen dürfen, scheint doch nicht einmal sicher; eine 
besondere Leistung von Seite dieser letzteren liegt sonach in 
keiner Weise vor. Diess spricht auch Schwarz!’) mit aller 
nur wünschbaren Deutlichkeit aus, wenn er angiebt: ‚Die Art 
und Weise, wie man den Ausgleich des astronomischen Mond- 
jahres mit dem tropischen Sonnenjahre bewerkstelligte, ist der 
beste Beweis dafür, dass man keinen nach Prinzipien geregelten 
Schaltzyklus gekannt“. Dass man aber dem Genannten eine 
Unterschätzung der alten jüdischen Gelehrten nicht zum Vor- 
wurfe machen kann, davon haben wir uns bereits oben (s. $. 2.) 
überzeugt, und es rechtfertigt sich nun auch unsere Behaup- 
tung, dass unsere Schlussfolgerungen auf um so festerem Boden 
stehen, je mehr Slonimski’s Vorwurf mit der Wahrheit 
übereinstimmt. 

Wesentlich anders wurde es erst in der von Schwarz so 
senannten dritten Periode, gerechnet bis zur Zeit des be- 
rühmten Rabbi Hillel (um 300 n. Chr.). Nach Basnage !*) 


— um mit wenigen Worten den Charakter der nun sich voll- 

*) Eine gang kürzlich im 8. Bande des Bullettino Boncompagni ab- 
gedruckte Arbeit von A. Favaro gelangt, wie in anderen Fragen, so 
auch in dieser zu ganz denselben Resultaten, wie die unsrige im 7, Bande 
erschienene. 








15)*.1bid:* 3.225, 16) Basnage, Histoire des Juifs, Tome II,, Rotter- 
dam 1707. S 656. ; 
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ziehenden Neuerung festzustellen — nahm derselbe ein grosses 
Jahr, d. h. einen dem Meton’schen entsprechenden Sonnen- 
zyklus von 19 Sonnenjahren an und verlegte die Schaltmonde 
in das 3., 6., 8., 11., 14., 17. und 19. Jahr. Ferner gehören 
in diese Zeit der Babylonier Samuel (um 240) und Adda 
(um 250), von welch letzterem Wolf!?) berichtet, dass er, 
gestützt auf Hipparch, resp. Ptolemaeus, seinen Vorgänger 
Samuel zu verbessern getrachtet habe. Er habe auch '®) 
Regeln zur Berechnung der Aequinoktien und Solstitien ent- 
worfen, „welches er Tekuph nannte‘. 

Die hier nach älteren Autoren gegebene Zeitbestimmung 
der Adda’schen Tekupha wird im Wesentlichen auch von 
Schwarz anerkannt, während sie allerdings nach Ansicht 
einer so bedeutenden Autorität, wie Slonimski, gänzlich un- 
richtig und um 6—7 Jahrhunderte zu niedrig angesetzt ist; 
auch glaubt letzterer, dass der Almagest als einzige Norm 
gedient habe!?): ‚Die Länge des synodischen Monates fand 
man durch Verwandelung der von Ptolemäus angegebenen 
Sexagesimaltheile in gewöhnliche Brüche‘. 

Schwarz erhebt gegen Slonimski’s Auffassung folgender- 
massen ??) Einrede: ‚‚Die letzten kalendarischen Arbeiten Slo- 
nimski’s datiren aus dem Jahre 1864, und in diesen vertritt 
er die Ansicht, die Adda’sche Tekupha stamme aus dem 
10. Jahrhundert, und die Hauptprinzipien unseres auf der 
Samuel’schen Tekupha beruhenden Kalenders seien dem 
Almagest entlehnt. Denn sowohl die mittlere Monatslänge als 
auch die Epochen unserer Moledoth und Tekuphoth sind nichts 
anderes als den Ptolemäischen astronomischen Tabellen ent- 
lehnte Daten. Also, alles hätten die Begründer des Kalenders 
von den Griechen, warum gerade die Länge des tropischen 
Jahres nicht? So muss doch jeder fragen, der da weiss, dass 
der Samuel’schen Tekupha das julianische und nicht das Pto- 
lemäische Jahr von 

3652 53 55° 12” 


zu Grunde liegt‘. Diess letztere Moment scheint uns aller- 





17) J.C. Wolf, Bibliotheca Hebraica, Tom. 1I., Hamburgi et Lipsiae 1715. 
S. 109. 18) Geschichte der Astronomie von der ältesten bis auf gegen- 
wärtige Zeiten, 1. Band, Chemnitz 1792. S. 220. 19) Schwarz, 8. 40 
20) Schwarz, Zur Gesch. d. konst. Kalenders, S. 377. 


302 Kapitel VI. 


dings zu Gunsten der älteren Auffassung zu sprechen; indess 
wollen wir uns auch hier, festhaltend an dem oben ausgespro- 
chenen Grundsatze, kein vorgreifendes Urtheil gestatten, son- 
dern lediglich zusehen, ob die eine oder andere Ansicht dazu 
angethan ist, auf unser Unternehmen wesentlich modifizirend 
einzuwirken. Doch ist hiezu die Kenntniss dessen, was man 
unter dem Terminus ‚Tekupha‘ versteht, vor Allem er- 
forderlich. 

$S. 7. Die wissenschaftlichen Bestrebungen zur Neuregu- 
lirung des Kalenderwesens auf astronomischer Basis mussten 
stets die erste Sichtbarkeit der Mondessichel zum Ausgangs- 
punkte nehmen; so ward dem erwähnten Rabbi Samuel, als 
er seine Gedanken über die Ausarbeitung eines konstanten 
Kalenders höheren Ortes zur Vorlage gebracht hatte, die Frage 
entgegengehalten, ob er die Zeit genau anzugeben vermöge, 
welche zwischen der den eigentlichen Neumond bedingenden 
Konjunktion und dem Sichtbarwerden verstreicht — eine Frage, 
die in solcher Schroffheit hingestellt, der babylonische Astronom 
natürlich verneinen musste?!). So zurückgewiesen suchte der- 
selbe gleichwohl das Kalender-Kollegium für seine Ideen zu 
gewinnen, und bei seinen weiteren Arbeiten gelangte er zur 
Tekupha. Diess ist ?”) nichts anderes als die Fixirung des 
mittleren Anfanges der Jahreszeiten. Dieselbe wurde nun, wie 
diess in dem Buche von Schwarz ausführlich gezeigt wird, 
verschieden berechnet; wie man aber die Rechnung auch be- 
trachten mag, so erhebt sie sich in keiner Weise über das 
Niveau, auf dem sich auch bei anderen Völkern die wissen- 
schaftliche Chronologie befand. Am allerwenigsten aber ist 
von der auf lang fortgesetztes Beobachten der Sichtbarkeit 
gegründeten Formel etwas zu erblicken, welche Littrow ent- 
deckt zu haben glaubt. 

Kehren wir nun zu unserer obigen Frage zurück. Hat 
Slonimski Recht, so mindert sich Maimonides’ Verdienst 
entschieden, denn er hatte dann blos einen Gegenstand zu be- 
handeln, der der Zeit nach unmittelbar hinter ihm lag, den 
er durch mündliche Ueberlieferung noch ganz genau kennen 
musste, und den zu beherrschen es keiner hervorragenden 
Durchbildung bedurfte. Anders verhält sich die Sache, wenn 


21) Schwarz, S. 31. 22) Ibid. S. 65. 
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man sich für die andere Auslegung entscheidet. Denn, wenn 
auch die ursprüngliche Formulirung der Tekupha nicht auf 
Littrow’s Beschreibung passt, so hätten ja doch — könnte 
man einwenden — im Laufe so vieler Jahrhunderte noch 
allerlei Zusätze hinzugefügt werden können, welche das ur- 
sprüngliche Gepräge veränderten und das Ganze auf einen 
höheren wissenschaftlichen Standpunkt erhoben. Allein ganz 
abgesehen von der wissenschaftlichen Leblosigkeit, welche jener 
ganzen Epoche ihren Stempel aufdrückte, liegt uns keine ge- 
schichtliche T'hatsache vor, welche zur Rechtfertigung einer 
solchen Ansicht dienen könnte. Der Vollständigkeit halber 
übrigt es uns jedoch noch, auch einen Blick auf die sogenannte 
„Dechijoth“ zu werfen. 

Die Dechijoth ist eine Vertagung, d. h. es wird ein ge- 
wisses Fest nicht an dem Tage gefeiert, an welchem es, den 
angegebenen gesetzlichen Bestimmungen gemäss, gefeiert werden 
sollte, sondern auf den nächsten Tag verlegt. Ohne auf die 
zahlreichen, von Schwarz ausführlich diskutirten, Hypothesen 
über deren eigentlichen Charakter hier näher einzugehen, möge 
nur das schliessliche Ergebniss dieser Studien hier eine Stelle 
finden, weil es für unseren eigentlichen Zweck”) von Bedeu- 
tung ist. „Die Begründer des Kalenders führten die Dechijoth 
nur aus dem Grunde ein, um die Kalenderrechnung dem durch 
Jahrhunderte geheiligten Brauche, die Neumonde am Tage des 
Sichtbarwerdens der Mondsichel zu feiern, auf’s engste an- 
zupassen.“ Von der kalkulatorischen Seite der Dechijoth gilt 
das Nämliche, was früher von der Tekupha gesagt wurde. 

$. 8. Rekapituliren wir nun noch einmal kurz den Gang 
unserer Untersuchung. Es handelte sich darum, ob die von 
Littrow aufgestellte Behauptung bezüglich der bei Mai- 
monides sich findenden Berechnungsmethode des Neumondes 
thatsächlich richtig sei oder nicht. Da die Erfindung aus- 
drücklich nicht dem Maimonides selbst zugeschrieben war, 
so war es nicht erforderlich, die wissenschaftliche Stellung 
dieses Mannes zu. analysiren. In der That ist das, was wir 
von ihm und den Umständen wissen, unter welchen er wirkte, 
keineswegs dazu angethan, ihn als eine Persönlichkeit von 
ungewöhnlicher mathematischer Schaffungskraft zu kennzeich- 


23) Ibid. S. 61, 
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nen, so hoch er auch sonst über seinen Zeitgenossen stehen 
mag. Freilich bot der tradirte Talmud ausser homiletischem 
und religionsphilosophischem Stoff auch eine Menge rein wissen- 
schaftlichen Materials dar*), aber gerade zu der Zeit, wovon 
wir reden, scheint ein bedauerlicher Niedergang in dem szien- 
tifischen Leben des jüdischen Volkes eingetreten gewesen zu 
sein, was besonders auch ein so gründlicher Sachkenner, wie 
Zunz?®), ausdrücklich bekundet**). Und unter diesen Ver- 





*) Wir zitiren nach Stern?°*) folgendes: ‚Noch ist ein Theil talmu- 
dischen Stoffes hervorzuheben, der nicht als der Agada angehörig zu be- 
trachten ist, der wissenschaftliche Theil. Die halachischen Diskussionen 
führten nämlich auf verschiedene wissenschäftliche Themata: Astronomie, 
Naturkunde, Anatomie, Medizin, Geometrie, Geschichte etc. Die Tal- 
mudisten beurkunden sehr häufig, dass sie auf der Höhe der Wissenschaft 
standen und die Wahrheit nahmen, wo sie sie fanden... Die Talmudisten 
haben einen Mond- und Sonnenjahr kombinirenden Kalender angefertigt, 
der über den julianischen hinausgieng und nicht nur bis heute keine 
Mangelhaftigkeit zeigt, sondern auch noch nach vielen Jahrtausenden 
keine zeigen wird. Dabei ist er so einfach, dass ein gut rechnender 
Knabe, wenn ihm die wenigen Grundsätze klar gemacht sind, den 
jüdischen Festkalender anfertigen kann. Die Knochen des menschlichen 
Körpers sind im Talmud ziemlich übereinstimmend mit der heutigen 
anatomischen Wissenschaft aufgezählt. Der Talmud weist nach, dass 
verschiedenen Mischnasätzen geometrische Sätze zu Grunde liegen, die 
damals nur wenigen Mathematikern bekannt sein mochten‘. Zum Beleg 
für letztere Behauptung weisen wir auf das Buch eines gewissen 
Cnollen?5) hin. . 

**) Der eine Grund, mit welchem Zunz sein absprechendes Urtheil 
zu begründen sucht, dürfte sich indess wohl kaum als stichhaltig erweisen. 
Wenn er nämlich sagt: „In der Geometrie hielt man bei den Anfangs- 
gründen, und R. Simson in Sens war nicht weiter gekommen, als zu 


wissen, dass die Diagonale eines Quadrates grösser als en der Seite sein 


müsse“, so scheint er uns damit seine französischen Glaubensgenossen im 
Mittelalter in keinem zu schlechten Lichte darzustellen. Denn aus der 
nur wenig von einer Gleichung abweichenden Relation 


50 > 49 
folgt sofort 
49 
m 
oder auch, für jedes a, 
24) Stern, 8. 21. 25) Cnollen, Geometria Talmudica, Poggendorff’s 
Handwörterbuch, 1. Band. S. 458. 26) Zunz, Zur Geschichte und 


Literatur, 1. Band, Berlin 1845. S. 177. 
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hältnissen muss auch naturgemäss eine so imposante Natur, 
wie die des Moses ben Maimon unzweifelhaft war, mit- 
gelitten haben; der Analogieschluss von dem jüdischen Scho- 
lastiker auf seine christlichen Kollegen, Albertus Magnus, 
Thomas v. Aquin etc., rechtfertigt diese Anschauung, denn 
auch diese enormen Kapazitäten vermochten es nicht, sich zu 
einer Auffassung zu erheben, deren Idee sie eben « prior? nicht 
in sich trugen. Maimonides kann für unsere Zwecke somit 
nur als Kompilator, bezüglich Kommentator, in Betracht 
kommen. 

Wir sahen nun, dass im jüdischen Alterthum die Beobach- 
tung des ersten Erscheinens der Mondsichel den Beginn des 
Monates bestimmte, sowie auch, dass man noch in viel späterer 
Zeit an dieser Bestimmung durch Autopsie festhielt, mehr 
freilich aus Pietät, denn aus Nothwendigkeit. Auf rein em- 
pirischem Wege verschaffte man sich so allmählich die durch- 
schnittliche Länge des synodischen Monates; von einer „Formel“, 
die auf Mond und Sonne Rücksicht nahm, konnte weder dem 
allgemeinen Bildungsstand der Zeit nach die Rede sein, noch 
hatte dieselbe auch irgend einen Zweck, da ja das arithmetische 
Mittel vollkommen ausreichte. Allerdings trat später zur reinen 
Beobachtung die astronomische Berechnung hinzu; aber diese 
steht wieder mit jener ersten Methode in so gut wie gar keiner 
Beziehung, bedient sich vielmehr der auch anderwärts so viel- 
fach vorkommenden Zyklen, rekurrirt wol auch — wenigstens 
ist diess die Ueberzeugung angesehener Gelehrten — auf die 
Resultate der Astronomen und Mathematiker Griechenlands. 
War diess der Fall, so mochten die Rabbinen, sofern sie nicht 
blos gedankenlos rezipirten, sondern wirklich in den Gedanken- 
gang ihrer Vorlagen einzudringen sich bemühten, genug mit 
der Aneignung des fremden Stoffes und mit seiner Zurecht- 
schneidung für ihre eigenthümlichen Verhältnisse zu thun 
haben; dass sie irgendwie schöpferisch über die Griechen 
hinausgegangen wären, ist historisch durchaus unbewiesen. 


= 7 
Va>za 
d. h. die Diagonale eines Quadrates weicht vom — fachen der Seite 


nur ganz unwesentlich ab. Ohne Zuziehung des Irrationalen scheint eine 
genauere Bestimmung kaum denkbar. 
Günther, mathem,-histor. Untersuchungen. 20 
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So sind wir denn zu einem bestimmten Urtheile gelangt. 
Gewiss muss die Anregung dankbar anerkannt werden, welche 
Littrow durch seine Bemerkung über jüdische Astronomie 
gegeben hat, zumal da sein Schriftchen auch sonst an inter- 
essanten geschichtlichen Bemerkungen reich ist. Sachlich je- 
doch müssen wir sagen: 

Die von Littrow erwähnte Formel, welche von Maimonides 
gelehrt worden sein soll, ist nichts anderes, als ‚‚eine Konfun- 
dirung der beiden Bestimmungen des Neumondes durch Zeugniss 
des Sichtbarwerdens und durch Berechnung“). 

Dieses Urtheil hatte der zur Zeit erste Kenner semitischer 
Mathematik gleich von Anfang an gefällt. 

Es könnte vielleicht auffallen, dass die eigentlichen Ge- 
schichtschreiber der Astronomie im Vorstehenden gar nicht 
zitirt wurden; indess sind ihre Arbeiten, wie sich bei genauerem 
Einblick ergab, durchaus nicht dazu angethan, zur Klärung des 
hier obwaltenden Dunkels beizutragen. Weidler?’) giebt nur 
ganz allgemeine Notizen, Delambre bekümmert sich nur um 
solche Schriften, die durch bequeme Ausgaben leicht zugäng- 
lich gemacht sind®), und Mädler?’) nennt mit gewohnter 
Flüchtigkeit einige jüdische Astronomen lediglich als Anhängsel 
der Araber. 

Gerade mit Rücksicht auf diese höchst geringe Berück- 
sichtigung eines an sich so überaus wichtigen und auch für 
die Geschichte der mathematischen Wissenschaften bedeutsamen 
Kulturelementes glaubten wir der nunmehr nach Thunlichkeit 
gelösten Aufgabe auf den Grund gehen zu sollen; möge diess 
auch als Anregung für Andere gelten, auf diesem Gebiete 
weiter zu arbeiten. | 


Note 


zu 8. 2. Die durch das Erscheinen des Schwarz’schen Werkes hervor- 
gerufene Polemik scheint noch lange nicht zu Ende zu sein, und da wir 
oben von derselben Notiz genommen haben, so müssen wir diess auch 


*) Briefliche Bemerkung von Herrn M,. Steinschneider. 





27) Weidler, Historia Astronomiae, Wittebergae 1751. 8. 262 f. 
28) Delambre, Histoire de l’astronomie du moyen age, Paris 1819. 8. 211. 
29) Mädler, Geschichte der Himmelskunde von der ältesten bis auf die 
neueste Zeit, 1. Band, Braunschweig 1873. 8. 95 ff. 
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bei den weiteren Phasen beobachten, in die der Kampf getreten ist. So 
spricht sich im neuesten G eiger’schen Doppelhefte3°%) ein Amerikaner, 
Namens Felsenthal, in äusserst heftiger Weise über jene Arbeit aus, 
und der Herausgeber stellt sich mit aller Entschiedenheit auf die Seite 
des Angreifers, indem er zugleich eine historische Anekdote anführt (Abu 
ben David gegen Maimonides), welche die Stellung des reinen Tal- 
mudismus zu der von Schwarz angestrebten Vermittelung kennzeichnen 
soll. So schlecht aber, wie sie hier gemacht wird, ist nun die Schwarz’- 
sche Arbeit ganz sicher nicht, im Gegentheil macht sie, wenn ihr auch 
kritische Fehler und eine nicht ganz unbefangene Geschichtsbeurtheilung 
vorgeworfen werden mögen, im Verhältniss zu den Elaboraten anderer 
jüdischer Gelehrten häufig einen wohlthuenden Eindruck. Auch will es 
den unparteiischen Zuschauer hie und da bedünken, als ob nicht allein 
rein szientifische, sondern auch dogmatisch-theologische Beweggründe bei 
jener gar zu heftigen Verurtheilung mitwirkten. 

Wir haben absichtlich uns kein eigentliches Urtheil erlaubt, sondern 
vielmehr eher für Slonimski’s Auffassung, zu welcher sich auch eine so 
anerkannte Autorität wie Steinschneider bekennt, einige Voreinge- 
nommenheit bekundet. Von Schwarz haben wir uns nur insoweit leiten 
lassen, als die von seinen Gegnern ihm zur Last gelegten Irrthümer zu 
Gunsten des von uns angestrebten und erzielten Resultates in Rechnung 
gebracht werden konnten, und insofern wirkt jeder neue Angriff gegen 
Schwarz für uns und gegen Littrow. 


30) Brief von Felsenthal an Geiger, dessen jüd. Zeitschr. 11. Jahrg. 
S. 295. 





20 * 


Kapitel VI. 


Quellenmässige Darstellung der Erfindungsgeschichte der 
Pendeluhr bis auf Huyghens. 


8. 1. Historische Studien anderweiter Natur veranlassten 
uns vor längerer Zeit, die Verwendung des Pendels als Zeit- 
messungsinstrument geschichtlich zu untersuchen. Es stellte 
sich heraus, dass noch ziemliche Unklarheit in diesem Gebiete 
herrschte und dass es zweckmässig erscheinen dürfte, an der 
Hand der Quellen eine wirklich sachgemässe Zusammenstellung 
aller hier in Frage kommenden Momente zu liefern. Die be- 
treffende Studie erschien!) vor zwei Jahren; sie brachte ein 
ziemlich beträchtliches Material, welches jedoch unter den da- 
maligen Umständen nicht allseitig ausgebildet werden konnte. 
Eine Reihe von Nebenfragen musste vorläufig noch unerörtert 
und einer späteren erschöpfenden Untersuchung vorbehalten 
bleiben. 

Ueberdiess ergab es sich, dass sehr Viel von dem, was 
wir damals als neu hinstellen zu dürfen glaubten, bereits von 
anderer Seite vorweggenommen war. Der bekannte holländische 
Mathematiker van Swinden, dessen lebhaftes Interesse für 
die historische Seite seiner Wissenschaft aus all seinen Publi- 
kationen hervorgeht, hatte alle die Fragen, deren Gesammtheit 
wir als die Vorgeschichte der Pendeluhr bezeichnen möchten, 
einer höchst gründlichen Untersuchung unterzogen?), die nur 
leider so gut wie gar nicht bekannt geworden zu sein scheint. 
Dieser Umstand, wie auch die Ueberzeugnng, dass wir immer- 





1) Günther, Die Geschichte der Pendeluhr vor Huyghens, Sitzungsber. 
d. Erl. phys.-med. Sozietät, 6. Heft. S. 12 f. 2) van Swinden, Ver- 
handeling over Huijgens, als witvinder der Slinger - Uurwerken, Verhan- 
delingen der eerste Klasse van het Koninklijk - Nederlandsche Institut te 
Amsterdam, Derde Deel. $. 27 £, 
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hin noch viele von ihm nicht antizipirte Thatsachen zur Lösung 
der Aufgabe beizubringen im Stande sind, hat uns vermocht, 
eine neue Bearbeitung des Gegenstandes erscheinen zu lassen, 
welche nunmehr wohl allen Ansprüchen genügen dürfte. 


$S. 2. Das Alterthum und frühere Mittelalter hatte sich 
mit Sonnen-, Sand- und Wasseruhren nothdürftig behelfen 
müssen. Die Erfindung der Gewichtsuhren durch Heinrich 
von Wyck?), die der Räderuhren durch einen allerdings noch 
sehr problematischen Bologneser Mönch, die der Taschenuhren 
durch den Nürnberger Mechaniker Peter Henlein!) und 
viele andere mechanische Fortschritte hatten den früheren Zu- 
ständen gegenüber allerdings bedeutende Verbesserungen ge- 
bracht, aber doch nicht in dem Grade, dass den durch Bern- 
hardt Walther und Tycho de Brahe gerade damals aufs 
höchste gesteigerten Anforderungen der astronomischen Beob- 
achtungskunst hätte genügt werden können. Ihrem Bedürfnisse 
vermochte lediglich die Erfindung der Pendeluhr entgegenzu- 
kommen. Nun ist es gewiss keinem Zweifel unterworfen, dass 
dem berühmten Holländer Huyghens, den man gewöhnlich 
als den Erfinder dieses so sinnreichen Instrumentes zu be- 
zeichnen pflegt, die Ehre der Erfindung auch vollständig 
gebührt; denn nicht nur hat er in seinem fundamentalen Werke’) 
im Wesentlichen alle die charakteristischen Einrichtungen an- 
gegeben, welche noch gegenwärtig im Gebrauche sind, sondern 
er hat auch die theoretische Seite des Gegenstandes in unüber- 
trefflicher Weise nach allen Richtungen beleuchtet. Das schliesst 


*”, Wir verdanken die Hinweisung auf diese Arbeit Herrn Prof. 


Poggendorff. Eine englische Uebersetzung derselben erschien im 6. 
und 7. Bande des Edinburgh Philosophical Journal. 

**) Das von uns benützte Exemplar des Doppelmayr’schen Werkes 
gehörte laut Einzeichnung dem bekannten Alterthumsforscher Theophil 
v. Murr; derselbe bemerkt in einer Randnote, dass der Erfinder der 
Taschenuhren nicht, wie man heutzutage noch allgemein liest, Hele, 
sondern, zufolge einer Angabe des Bürgerbuches von 1509, Henlein ge- 
heissen habe. 


3) Allgemeine Enzyklopädie der Physik, herausgegeben von Gustav 
Karsten, 1. Band, Leipzig 1869. 8. 612. 4) Doppelmayr, Historische 
Nachricht von den Nürnbergischen Mathematicis und Künstlern, Nürnberg 
1730. 8. 286**). 5) Huyghens, Horologium oscillatorium, Paris MDCLXXII. 
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jedoch nicht aus, dass nicht auch anderwärts und vor ihm die 
seit Galilei’s grosser Entdeckung nicht eben fernliegende 
Idee, das Pendel zur Zeitmessung anzuwenden, ventilirt und 
zu realisiren versucht wurde, dass, kurz gesagt, die Erfindungs- 
geschichte der Pendeluhr verschiedene Stadien deutlich er- 
kennen lässt. 

Wie uns Alexander v. Humboldt) berichtet, soll schon 
im zehnten Jahrhundert n. Chr. der Araber Ibn Junis die 
Pendelschwingungen im gedachten Sinne benützt haben*). Ist 
dem so, dann liegt die Vermuthung nahe, dass dem ägyptischen 
Astronomen bereits der Isochronismus der Pendelschwingungen 
bekannt gewesen sei, denn nur durch ihn konnte man über- 
haupt auf den Gedanken gebracht werden, die Zeitabschnitte 
auf diese Weise zu messen. | 


$S. 3. DBesprechen wir, ehe wir in die fortlaufende 
Darstellung der seit Galilei’s Zeit gemachten Versuche ein- 
treten, einige damit nicht zusammenhängende Angaben, welche 
die erste Konstruktion einer Pendeluhr für gewisse Männer in 
Anspruch nehmen, denen sie ganz sicher nicht zukommt. So 
bemerkt J.J. v. Littrow°), „dass, während auf dem Festlande 
Huyghens allgemein als der Erfinder der Pendeluhren be- 
trachtet wird, die Engländer diese Ehre ihrem Landsmann 
Richard Harris vindiziren, der schon im Jahre 1641 eine 
Uhr mit einem langen Pendel verfertigt haben soll“. Wann 
und wo dieser Harris lebte, vergisst Littrow anzugeben, 
und da es uns aller Bemühungen unerachtet nicht gelang, über 
denselben etwas Genaueres zu erfahren, so dürfen wir wohl 
über diese sogenannte Erfindung hinweg zur Tagesordnung 
übergehen. 

Etwas anders verhält sich die Sache mit dem berühmten 
Arzte Sanctorius. Derselbe tritt bekanntlich bei mehr als 
einem physikalischen Instrumente als Mitbewerber von Galilei 


*) Hankel?) nennt diesen Mann Jbn Yünos; wir haben jedoch, ob- 
schon wir sonst von den Vortheilen der Hankel’schen Transskriptions- 
methode überzeugt sind, die weitaus bekanntere ältere Form beibehalten, 





6) A.v. Humboldt, Kosmos, 2. Band, Stuttgart und Tübingen 1847. S. 258. 
7) Hunkel, Zur Geschichte der Mathematik im Altertum und Mittelalter, 
Leipzig 1874. 8. 244. 8) J. 8. T. Gehler's Physikalisches Wörterbuch, 
2. Aufl., 9. Band, Leipzig 1839. 8. 1113. 
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auf, und wird auch in der Erfindungsgeschichte der Pendeluhr 
als solcher genannt. Es ist wohl Libri’s Verdienst, hierauf 
hingewiesen zu haben; er berichtet?) von ihm: ‚‚Sanciorius etait 
un homme du plus grand merite, qui a repandu dans ses ouvrages 
une foule d’idees ingenieuses. Tout le monde connait sa medecine 
statique. Non-seulement il a public le thermometre et le pendule 
applique a la medecine, que Galilce avail inventes, mais il a ima- 
gine d’aulres instrumens de physique“. Da demnach das Instru- 
ment des Sanctorius eine Pendeluhr in unserem Sinne ihrer 
Bestimmung nach nicht eigentlich sein sollte, so wollen wir 
hier den systematischen Gang der Erzählung nicht seinetwegen 
unterbrechen, sondern in einer Note seine Prioritätsansprüche 
ausführlicher diskutiren. 

$. 4 Den näherungsweisen Isochronismus der Pendel- 

schwingungen hatte Galilei im Jahre 1585 zuerst wahrge- 
nommen. Damals noch Mediziner von Beruf, beachtete er 
seine Bemerkung nur insoweit, als sie für seine Wissenschaft 
nützlich zu sein versprach, und dachte lediglich an die Ver- 
werthung dieser 'Thatsache für die Messung der Pulsfrequenz. 
Ueber das Instrument (pulsiogium), welches er zu diesem 
Zwecke angab, sind wir ziemlich im Unklaren. Aus dem Um- 
stande, dass wir die Vorrichtung des Galilei gar nicht kennen, 
die des Sanctorius aber doch einigermassen, scheinen manche 
Schriftsteller sich die Auffassung entnommen zu haben, dass 
überhaupt diesem letzteren die Entdeckung des Isochronismus 
zuzuschreiben sei, denn Libri!") hält es für nothwendig, für 
Galilei einzutreten, und an den alle Zweifel beseitigenden 
Brief desselben an den Marchese Del Monte!) zu erinnern, 
welcher ein Jahr eher geschrieben ward, als Sanctorius 
seinen Pulszähler verfertigte. 

&alilei’s Instrument war nun ursprünglich gewiss von 
höchst primitiver Beschaffenheit. Der Arzt ertheilte dem frei- 
hängenden Pendel einen schwachen Anstoss, der immerhin 
während der kurzen Dauer einer Messung nachhalten mochte, 
und ein Gehülfe zählte die Oszillationen. Diese Beihülfe eines 





9) Libri, Histoire des sciences mathematiques en Italie, depuis la re- 
naissance des lettres jusquw a la fin dw dix-septieme siecle, Tome IV., a Paris 
1841. S. 194, 10) Libri, Tome IV. 8. 172. 11) Le Opere di Galileo 
Galilei, Tomo VI, Firenze 1848, 8. 5. 
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Zweiten entbehrlich zu machen, musste die nächste Bestrebung 
sein; war ihre Beseitigung für den medizinischen Gebrauch 
blos wünschenswerth, so wurde sie andererseits gebieterisch 
gefordert, sobald man daran dachte, den Pulszähler zu einer 
Uhr msn 

8.5. Man glaubte in der That lange Zeit hindurch, dass 
Galilei den hier angedeuteten schwierigen Schritt ah nur 
nicht gethan, sondern nicht einmal zu thun versucht habe. 
Berthoud, der erste Geschichtschreiber der Uhrmacherkunst, 
betrachtet das als feststehend. Nachdem er von einem aus- 
schliesslich das Pendel behandelnden Werke Galilei’s*) eine 
kurze Analyse gegeben !?), fährt er fort: „Nous observerons 
qwil pourra paroilre aujourd’hui assez elonnant que Galilee, apres 
avoir fait la precieuse decouverte du pendule, et en avoir si bien 
explique les proprietes et les divers usages, n’ail pas pense ü 
Vappliguer & Thorloge‘‘. Auch hier scheint unter den Neueren 
zuerst Libri die richtigere Auffassung angebahnt zu haben '9); 
zwar erklärte er die zu erledigende Frage als einen „point bien 
difficile a eclaircir‘‘, aber gewiss war sein Uebersetzer Carov& 
berechtigt, Galilei’s eigene Leistungen in dem von uns hier 
zu reproduzirenden Satz zu subsumiren !?): 

Der einfache Plan, das Pendel mit einem Uhrwerk zu ver- 
binden, welehes die Zahl der Schwingungen, oder Stunden, Minuten 
und Sekunden zeigte, kann Galilei nicht abgesprochen werden. 

Diesen Ausspruch quellenmässig zu erhärten und viel- 
leicht auch einigermassen zu erweitern, soll unsere nächste 
Aufgabe sein. 





*) Dieses angebliche Werk des Galilei beschreibt Berthoud (a. a. 
OÖ.) als „IntitulE L’usage du cadran ou de V’.Horloge physique universelle, 
par Galilee, Mathematicien dw Due de Florence; Paris, Rocolet,-1639, 
in 8%, Ein solches Werk giebt es aber nicht; Galilei hat nie etwas in 
französischer Sprache veröffentlicht, und auch an eine Uebersetzung kann 
nicht wohl gedacht werden. Vermuthlich suchte ein literarischer Streber 
seinem Produkt unter der Firma des grossen Mannes leichteren Eingang 
bei den Leuten zu verschaffen, und das ist ihm denn auch, bei Berthoud 
wenigstens, gelungen. 
‚.12) Berthoud, Histoire de la mesure du temps par les horlog = Tome I,, 
A Paris An X. S. 9. 13) Libri, Tome IV, S. 2814. 14) a 
Falileo Galilei. Zu seinem Gedächtniss im zweiten Säkularjahre seines 
Todes, Siegen und Wiesbaden 1842. S, 96. 
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S.6. Die erste Idee eines vervollkommneten Zeitmessers 
findet sich in einem Briefe Galilei’s an den Venetianischen 
Mönch Micanzio ausgeprochen, dessen Gesammtinhalt der 
Herausgeber der Galilei’schen Werke mit den Worten 
signalisirt!?): ,‚Parla della sua imminente totale cecilta, e dei 
lavori scientifici che cio non ostanle, anzi a conforto della infer- 
mita, va conducendo“. Nach den Eingangsworten heisst es in 
diesem Schreiben *) (a. a. O.): „EZ pur ora sono interno al 
distendere un catalogo delle piu importanti operazioni Astronomiche, 
le quali riduco ad una precisione tanto esquisita, che merce della 
qualita degli stromenti per le osservazioni della vista, e per quelli, 
co’ quali misuro il tempo, consequisco precisioni sottilissime quanto 
alla misura non solamente di gradi e minuti primi, ma di secondi, 
e lerzi, e quarli ancora, e quanto a’ tempi parimente esattamente 
si hanno le ore, minuti primi, secondi, e terzi, e piu, se piu ne 
piace; merce della quali invenzioni si oltengono nella scienza 
Astronomica quelle cerlezze, che sin ora co’ mezzi consueti non si 
sono conseguite; ed a suo tempo la P. V. Reverendiss. non sard 
la seconda ab averne parte“. Ueber die Ausführung dieser viel- 
sagenden Idee erfahren wir zunächst hier noch nichts; jedoch 
finden wir die Aufklärung schon in einem mehrere Monate 
vorher abgefassten Briefe an den holländischen Admiral Realis. 

Galilei stand um jene Zeit in Korrespondenz mit den 
Generalstaaten, welche von dem Genie des grossen Natur- 
forschers für die Lösung des ihre merkantilen Interessen so 
nahe berührenden Problemes der Meereslänge zu profitiren 
hofiten. Eine genau gehende und sicher zeigende Uhr war 
hierzu erstes Bedingniss; nachdem also Galilei von der Be- 
obachtung der Jupiterstrabanten durch gute Fernröhre ge- 


*) Wir hatten in unserer oben ($. 1.) erwähnten Abhandlung Zöllner 
in Leipzig das Verdienst zuerkannt, die in der Korrespondenz Galilei’s 
enthaltenen Angaben in Erinnerung gebracht zu haben. Ist diess auch 
nnr cum grano salis zu verstehen, so dürfte das betreffende Buch 6) doch 
immerhin das einzige unserer neueren deutschen Literatur sein, welches 
diesem geschichtlichen Faktum gerecht wird. Beiläufig sei bemerkt, dass 
jener Herr nicht mit dem berühmten Astrophysiker ein und dieselbe 
Person ist, 


15) Le Opere di Galileo Galilei, Tomo VII. Firenze 1848. S. 193. 16) 
Zöllner, Die Kräfte der Natur und ihre Bedeutung. Eine physikalische 
Technologie, Leipzig und Berlin 1872. S. 82. 
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sprochen, wendet er sich zu seinem neuen Zeitmesser!”). Die 
Genauigkeit, mit welcher dieses Instrument beliebig kleine 
Zeittheile anzugeben vermöge, sei ungeheuer, und zudem lasse 
sich demselben eine so präzise Einrichtung ertheilen, dass 4 
oder 6 Exemplare gar nicht in ihren Angaben differirten. Die 
theoretische Grundlage ist durch das bekannte T'heorem ge- 
bildet, dass in’einem senkrecht gestellten Kreise alle vom 
tiefsten Punkte auslaufende Sehnen (als schiefe Ebenen ge- 
gedacht) in gleicher Zeit durchlaufen werden. Diese That- 
sache soll dann auch den Isochronismus der Pendelschwingungen 
erklären, was bekanntlich nicht streng richtig ist, für’s Erste 
aber wohl angehen mochte. 

Es folgt die Beschreibung der Vorrichtung selbst !?): ‚Da 
questo verissimo e stabile principio Ttraggo io la strutiura del mio 
numeralore del tempo, servendomi non d'un peso pendente da un 
filo, ma di un pendulo di materia solida e grave, qual sarebbe ottone 
o rame; il qual pendulo fo in forma di seltore di cerchio di dodici 
o quindiei gradi, il cui semidiametro sia due o tre palmi,; e quanto 
maggiore sara, con lanto minor tedio se gli potra assistere. Ouesto 
tal settore fo piu grosso nel semidiametro di mezzo, andandolo 
assottigliando verso i lati estremi, dove fo che termini in una linea 
assai lagliente, per evitare quanlo si possa l’impedimento dell’ aria, 
che sola lo va ritardando. (Questo €E perforalo nel centro, pel quale 
passa un ferretto in forma di quelli sopra i quali si vollano le 
stadere,; il qual ferretio terminando nella parte di solto in un 
angolo, e possando sopra due sostegni di bronzo, acciö meno Con- 
sumino pel lungo muovergli il sellore, rimosso esso settore per 
molti gradi dallo stato perpendicolare (quando sia bene bilicato) 
prima che fermi andera reciprocando di qua e di la numero 
grandissimo di vibrazioni, le quali per poler andare continuando 
secondo il bisogno, converra che chi gli assiste, gli dia a, tempo un. 
impulso gagliardo, riducendolo alle vibrazioni ample“. 

Von einem Fortschritt gegen die oben besprochene hypo- 
thetische älteste Form der Vorrichtung kann offenbar nur in 
untergeordneten Dingen die Rede sein. Die Mittel, durch 
welche Galilei den von ihm wohl erkannten Einfluss des 
widerstehenden Mediums zu kompensiren betrebt ist, sind sehr 
glücklich gewählt, aber in der Hauptsache hat sich nichts 


:17) Le Opere etc. Tomo VII. S, 168. 18) Ibid. S. 169. 
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geändert. Sowohl das Zählen, als auch das Inbewegungerhalten 
muss durch Menschen besorgt werden, also kann von einer 
Maschine eigentlich noch keine Rede sein. 

Diess sah Galilei auch recht wohl ein, und seinem 
mechanischen Genie fiel es nicht schwer, wenigstens in Einem 
Punkte Abhülfe zu treffen und ein selbstthätiges Zählwerk an 
dem Instrumente anzubringen. Er sagt nämlich !9): ‚Per evitar 
poi il tedio di chi dovesse perpeluamente assistere a numerare le 
vibrazioni, ci e un assai comodo provvedimento in questo modo, cioe 
facendo che dal mezzo della circonferenza del setlore sporga in 
fuora un piccolissimo e sotilissimo stiletto, il quale nel passare per- 
‚ cuola in una selola fissa in una delle sue estremilad, la qual setola 
posi sopra i denti d’una ruota leggerissima quanto una carla, la 
quale sia posta in piano orizzontale vicina al pendolo, ed avendo 
inlorno denti a guisa di quelli d’una sega,; cioe con uno dei lati 
posto a squadra.sopra il piano della ruola,.e laaltro inclinato 
obliquamente, presti questo officio, che nell’ urtare la setoletta nel 
lato perpendicolare del denie, lo muova, ma nel rilorno pol la 
medesima selola nel lato obliquo del denie non lo muova altrimenti, 
ma lo vada strisciando e vada ricadendo a pie del dente susseguente. 
E cosi nel passaggio del pendolo si muovera la ruola per lo spazio 
d’uno de’ suoi denti, ma nel ritorno del pendolo essa ruola non si 
muovera punto; onde il suo moto ne riuscira circolare sempre per 
listesso verso. Ld avendo conlrassegnati con numeri i denli, si 
vedra ad arbilramento la moltitudine dei denti passati, ed in con- 
sequenza Ü numero delle vibrazioni e delle particelle del tempo 
decorse. Si puo ancora intorno al centro di questa prima ruota 
adaltarne un'altra di piccolo numero di denti, la quale tocchi un’altra 
maggior ruota dentata; dal moto della quale potremo apprendere Ü 
numero dell’ intere revoluzioni della prima ruota, compartendo la 
moltitudine dei denti in modo, che, per esempio, quando la seconda 
ruola avra dato una conversione, la prima ne abbia date 20, 30 0 40 
0 quante piu ne piacesse: ma il significar questo alle SS. loro, che 
hanno uomini esquisitissimi ed ingegnosissimi in fabbricare orologi 
ed altre macchine ammirande, E cose superflua, perche essi mede- 
simi sopra questo fondamenio nuovo di sapere, che il pendolo, 
muovasi per grandi o per brevi spazj, fa le sue reciprocazioni 
egualissime, troveranno conseguenze piu sottili di quelle che io possa 
immaginarmi““. 


19) Ibid, 8, 170. 
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Denken wir uns die Uhr in diesem Sinne konstruirt, so 
werden wir nicht anstehen dürfen, den Libri’schen Ausspruch, 
welchen wir in $. 5. anführten, als völlig gerechtfertigt zu be- 
zeichnen. Dass der in dem Briefe an Micanzio erwähnte 
Zeitmesser mit diesem hier identisch ist, dürfte mehr als 
wahrscheinlich sein; höchstens könnte man, da derselbe ja aus 
einer etwas späteren Zeit stammt, auf die Vermuthung kommen, 
Galilei habe inzwischen noch weitere Verbesserungen aus- 
gedacht. Urkundliche Belege fehlen uns jedoch hierüber 
gänzlich. | 

Warum die schöne Idee des grossen Mannes in keinem 
ausgedehnteren Massstabe von den Holländern realisirt wurde, 
geht aus dem Briefwechsel nicht mit genügender Klarheit 
hervor. Vielleicht glaubte man, dass das zarte Instrument auf 
dem bewegten Meere, wo es doch ganz besonders in Anspruch 
genommen werden müsste, bald unbrauchbar werden möchte — 
für diese Auffassung spricht wenigstens eine Stelle eines 
Briefes, welchen der Amsterdamer Mathematikprofessor Hor- 
tensius an Elias Diodati in Paris richtete*). Dort be- 
merkt er nämlich?®) zu Galilei’s Vorschlag: ‚‚Mensuratorem 
lemporis, quem proponit, non existimo ullum in Mari locum invenire 
posse, aut cerlum usum praestare. Nam etsi demus, molum ejus 
esse uniformem et conslanltem; quia tamen requiritur aliquid üm- 
mobile, super quod volvalur, fieri non potest, quin ejus molus ali- 
gquanlum varietur, si quando cum observalore in machina collocatur, 
ob continuam navis agilalionem, quae dum machinam in aequilibrio 
sistit, aliquando mensuratoris motum aut impediü, aut adjuvat“. 
Ansichten, denen eine gewisse Berechtigung nicht abzusprechen 
sein wird. 

$S. 7. In wirklichen Gebrauch scheint Galilei’s Uhr also 
nicht gekommen zu sein, und so setzte sich denn wohl bei den 
meisten Schriftstellern, welche diesen Gegenstand behandeln, 
die Anschauung fest, dieselbe sei überhaupt nie praktisch aus- 
geführt worden. Diess ist aber gleichwohl geschehen, und ein 
Modell seines Instrumentes existirt nech heutzutage in Florenz. 


*) Hortensius war einer der Experten der niederländischen Längen- 
Kommission. 





20) Ibid. S. 182, 


Kapitel VI. 317 


Man hätte sich schon durch eine Notiz des Florentiner Literar- 
historikers Nelli eines Besseren belehren lassen sollen, denn 
derselbe bemerkt ausdrücklich?!): ..... „Da ciö, come dice ü 
Viviani nella sua vila colla sagacita del suo ingegno inventö quella 
semplice, e regolata misura del lempo per mezzo del pendolo non 
prima da alcun aliro avvertita, pigliando occasione di osservarla 
dal moto d’una lampada, mentre era un giorno, como si € detto, 
nel Duomo di Pisa: e dipoi coll'andar del tempo, e nella sua etü 
avanzala regnando Ferdinando Secondo fece eseguir questo suo 
nobile ritrovato da Marco Treffler Orologiaro del predetto Granduca, 
il quale fabbrico Ü primo Orivolo a pendolo, il modello di cui 
dovelte andare in Olanda“ ... 

Das Modell, dessen hier gedacht wird, soll nun, wie von 
einigen Italienern behauptet wird, der holländischen Behörde 
übersandt und von Huyghens gesehen worden sein. Ob sich 
diess wirklich so verhält, wollen wir später untersuchen, wenn 
wir in die Darstellung des Prioritätsstreites zwischen Holland 
und Italien eintreten; jedenfalls ist so viel sicher: 

Das Modell des ersten auf die Pendelschwingungen sich 
stützenden Zeilmessungs-Instrumentes, welches unler den Augen des 
Erfinders selbst angeferligt wurde, befindet sich zur Zeit in dem 
Galilei-Museum zu Florenz. 

Von dieser mit wahrer Pietät eingerichteten historischen 
Musteranstalt hat uns Ch. Martins eine sehr eingehende Be- 
schreibung gegeben°?), die jedoch leider gerade der Pendeluhr 
nicht erwähnt. Wohl aber hat van Swinden?) eine Ab- 
bildung des merkwürdigen Instrumentes geliefert, welche zwar 





*) Eine detaillirte Beschreibung der an sich verständlichen Figur, bei 
welcher grösserer Uebersichtlichkeit halber die Gesetze der Perspektive 
nicht strenge eingehalten wurden, wird wohl nicht nöthig sein. ABCD 
ist die scharfkantige Pendellinse; das Pendel selbst ist in # an einem um 
die obere Leiste F'@ drehbaren Balkengerüste befestigt. An demselben 
Balken befindet sich der Dorn H (das ‚‚stiletto‘‘ Galilei’s), welcher in 
die äquidistanten Triebstöcke des Stirnrades J eingreift und dann durch 
das Spiel der Zahnräder in bekannter Weise die Uebertragung auf ein 
Zählwerk möglich macht. 


21) Nelli, Saggio di storia letteraria Fiorentina del secolo XVII., In 
Lucca MDCELIR. S. 73. 22) Ch, Martins, Von Spitzbergen zur Sahara, 
deutsch von Vogt, 2. Abtheil. Jena 1872, 8. 164 ff. 23) Van Swinden, 
Tafel 11.*) 
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einen sehr skizzenhaften Charakter trägt, im Ganzen aber, wie 
wir uns durch Autopsie überzeugten, sehr treu ist. Theils nach 
dieser Vorlage, theils nach unmittelbarer Anschauung ist in 
Fig. 1. das Pendelzählwerk Galilei’s dargestellt. 








Figs3. 


$S.8. Was Galilei geleistet hat, geht mit Klarheit aus 
unserer bisherigen Darstellung hervor; eine Vergleichung seiner 
Erfindung mit derjenigen von Huyghens behalten wir uns 
für einen späteren Paragraphen vor. 

Allein ein geschichtliches Gerücht vindizirt die Ehre der 
grossen Neuerung nicht sowohl dem Vater Galilei, als viel- 
mehr dem sonst wenig bekannten Sohne, Vinzenzio Galilei?*). 


24) Libri, Tome IV. 8. 285. 
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Dieser Punkt ist es demnach, welcher vor Allem einer Klar- 
stellung bedarf. 

Diejenigen Schriftsteller, welche sich in diesem Sinne aus- 
sprechen, beziehen sich auf eine Stelle in dem bekannten 
Werke, in welchem die florentinische ‚‚Accademia del cimento“ 
protokollarisch von den physikalischen Versuchen Rechenschaft 
ablegt, welche ihre Mitglieder angestellt hatten. In dem be- 
treffenden Kapitel?) ist von der Nothwendigkeit die Rede, bei 
sewissen Versuchen, besonders bezüglich der Bewegung von 
Projektilen und Fortpflanzung des Schalles, die Zeit bis auf 
sehr kleine Theile genau messen zu können; natürlich dient 
hiezu das Pendel. Und zwar wird dasselbe zuerst verwandt 
in der primitiven Gestalt eines freihängenden schweren Körpers, 
gleich darauf aber wird auch eine Verbesserung angegeben, 
indem nun, zur Verhütung seitlicher Abweichungen, die bifilare 
Aufhängung in Vorschlag kommt. Dann aber folgt der Ueber- 
gang zur wirklichen Pendeluhr mit den Worten ?®): 

„Qui par luogo di dire, che lesperienza, c' avea mostrato (come 
fu anche avvertito di Galileo, dopo Vosservazione, che prima d’ogni 
altro ei fece inlorno all anno 1583. della loro prossima ugualila) 
non tulte le vibrazioni del Pendolo correre in tempi precisamente 
ira loro uguali, ma quelle che di mano in mano s’accoslano alla 
quiete, spedirsi in piu breve tempo che non [anno le prime, come 
si dira a suo luogo. Per tanto in quell’ esperienze, che richiedono 
squisitezza maggiore, e che sono di si lunga osservazione, che le 
minime disuguaglianze di tali vibrazioni, dopo un gran numero 
arrivano a farsi sensibili, fu stimato bene applicare il Pendolo all’ 
orivolo, su landar di quello, che prima d’ogni altro immagino il 
Galileo, e che dell’ anno 1649. messe in pralica Vinzenzio Gallei 
suo figliuolo. Cosi, € necessitato il Pendolo dalla forza della molla, 
o del peso a cader sempre dalla medesima altezza; onde con 
iscambievol beneficio non solamente vengono a perfeltamenle ugua- 
gliarsi i tempi delle vibrazioni, ma eziandio a correggersi in cerlo 
modo i difetti degli altri 'ngegni di esso orivolo. Nor per poterci 
valere d’un tale sirumento a diverse esperienze, le quali vogliano 
il lempo piu, 0 meno sottilmente diviso, abbiam fatte varie palline 
di metallo infilzale in sottilissimi fili d’acciaio di diverse lunghezze 


25) Saggi di naturali esperienze fatte nell’ accademia del cimento, In 
Firenze MDCLXVI. 8. 16 ff. 26) Ibid. S. 20. 
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e tutti da inserirsi nella medesima madrevite secondo Tl bisogno. 
Di questi il piu corlo compie la sua intera vibrazione in un mezzo 
minuto secondo d’ora; che E la piu minula divisione, che ci sia 
riuscito di fare: essendoche tutti gli altri piu corli riescono Cosi 
veloci, che gli occhi non gli posson seguire. E infin qui aver detto 
di quegli strumenli, che vengono piu speso in uso nelle seguenti 
esperienze“. 

In dieser Beschreibung ist besonders der Akzent wichtig, 
welchen die Akademiker auf den Umstand legen, dass die 
Öszillationen des Pendels doch nicht in aller Strenge isochron 

STERN seien und dass also ein Haupt- 

vorzug des Instrumentes darin be- 
stehe, die Linse immer ‚‚dalla me- 
desima altezza‘“ herabfallen zu 
machen; jedoch scheint ihre An- 
gabe irrig, dass Galilei selbst 
diese Thatsache mit der nöthigen 
Schärfe hervorgehoben .habe, ob- 
wohl sie ihm selbst natürlich nicht 
entgangen sein konnte. Was nun 
das Instrument seines Sohnes an- 
langt, so reicht das im Texte Bei- 
gebrachte in keiner Weise dazu 
aus, sich eine klare Vorstellung 
von seiner Einrichtung zu machen. 
Fig. 2. stellt dasselbe dar, ohne 
jedoch vom Mechanismus, der 
offenbar in der Trommel 4 ver- 
borgen ist, etwas zu verrathen. 
Das Zifferblatt ist eigenthümlicher- 
weise in 15 gleiche Theile getheilt; 
bei 3 ist das Pendel aufgehängt, 
während der Zapfen C in Gemein- 
schaft mit dem Schlüssel D, offen- 
bar zum Aufziehen der Uhr be- 
stimmt ist. Sehen wir nun zu, 
welche Aufklärung über diese etwas 
mysteriöse Pendeluhr anderweite 
Quellen uns gewähren können. 
Van Swinden, dessen Untersuchungen wie immer mit 








Fig. 2. 
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grösster Schärfe geführt sind, ist der Ansicht’), auf das Zeug- 
niss der Akademie sei gar kein Gewicht zu legen. In der 
That stammt das Werk, auf welches wir uns stützen, erst aus 
dem Jahre 1667, wo bereits in ganz Italien Huyghens’ Er- 
findung bekannt und von der Praxis benützt war. Wahr- 
scheinlich, so kalkulirt er, war das Instrument, welches die 
Florentiner dem jüngeren Galilei aus nationaler Pietät zu- 
eigneten, nichts anderes als eine in ihrer äusseren Form einiger- 
massen modifizirte Huyghens’sche Pendeluhr; für die Sache 
selbst bedarf es älterer Zeugen aus einer Zeit, wo eine Kon- 
fundirung der früheren unvollkommenen Werkzeuge mit den 
importirten Erzeugnissen holländischer Uhrmacherkunst noch 
nicht ‚hatte stattfinden können. 

$.9. Als Bouillau im Jahre 1658 an den Herzog Leopold 
von Toskana ein ExemplardesHuyghens’schen Erstlingswerkes 
gesandt hatte, richtete der Fürst an ihn ein Dankschreiben, 
worin er die Ehre der Erfindung für Galileo Galilei re- 
klamirt, der dieselbe den Holländern angetragen habe°®). Aber 
auch noch später habe er die Idee nicht aufgegeben, Voll- 
kommneres zu leisten: ‚‚,Z tre anni sono che qua si studio sopra 
lissesso sujetlo, ne fu falte uno da un vertuozo che spero riuscera, 
ridotto la sua fabrica al punto di non minor facilita e giustezza 
del ritrovalo dal sign. Christiano Hugenio“. Mit Recht bemerkt 
hiezu Van Swinden®): Wie sollte ein Mann, der schon 1636 
nahezu, drei Jahre darauf aber total blind war, das Modell 
einer Maschine zusammengesetzt haben, deren Komposition die 
vollste Kraft des Geistes und der Sinne beanspruchte. Anderer- 
seits aber gewinnt durch den Brief des Mediceers die Ver- 
muthung neuen Halt, dass der blinde Vater seine Ideen dem 
Sohne mitgetheilt und dieser sie zu realisiren versucht habe. 

Noch weitere Bekräftigung zieht diese Ansicht aus einem 
Briefe Guison’s an Huyghens vom Jahre 16600) ‚On m’a 
dit a Florence que les Horloges a Pendule y avoient ele trouvees 
des quelgue lems: el meme l’on me crayonna grossierement la figure 
de celui que Galilee avoil tente suivant celte invention‘“. Hier ist 
klar ausgesprochen, dass Galilei selbst blos den Versuch ge- 
macht habe, sein Zählwerk zu einer wirklichen Uhr um- 
zugestalten — ob es ihm wirklich gelungen, steht dahin. 


27) Van Swinden, 8.70. 28) Ibid. S.113. 29) Ibid. 8.72. 30) 
Ibid. S. 130. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. 21 
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Hören wir jetzt, wie sich Frisi, der gelehrte Lobredner 
Galilei’s, über den Sachverhalt auslässt. Er erwähnt der 
Arbeiten, welche derselbe noch am Abend seines Lebens aus- 
führte, und fährt dann fort?!): ‚„‚Negli atti del’ Accademia del 
Cimento si dice veramente, che Vincenzio Galilei nel 1649 applicö 
il pendolo all’ orivolo; e il Bechero altesta inoltre d’averlo inteso 
dire al Treffler, che ne aveva lavorato la macchina. Ma negli 
atti stessi Saggiunge che Ü pendolo dell’ Accademia era sull’ andar 
di quello, che immaginöo Ü Galileo: e il Galileo non avera ritrovato 
nulla che s’ accostasse all’ invenzion d’ Ugenio“. Frisi hebt — 
was bei dem ausgesprochenen Zweck seiner Arbeit doppelt 
in’s Gewicht fällt — es hervor, dass Galilei’s Instrument, 
wie es ım Jahre 1649 durch seinen Sohn an die Oeffentlichkeit 
gebracht worden sei, nur als eine erste Annäherung zu be- 
trachten gewesen sei, und auch der schon genannte Prinz 
Leopold tritt in einem späteren Schreiben an Huyghens 
dieser Auffassung bei, ja es scheint sogar nicht sicher, ob 
Vincenzio’s Leistung sich über einen blossen Papier-Entwurf 
erhoben, ob er nach seiner Zeichnung ein wirkliches Modell 
verfertigt habe. 

Van Swinden glaubt alle weiteren Einwürfe an dieser 
Stelle dadurch niederschlagen zu können, dass er nach bis 
dahin unbekannten Papieren das Faksimile der Galilei’schen 
Erfindung beibringt, welches wir bereits besprochen haben ??). 
Allein seine Vermuthung, dass derselbe über diesen Brouillon 
nicht hinausgegangen sei, ist, wie wir sahen ($. 7.), dadurch 
hinfällig, dass eben wirklich das Modell zu Florenz existirt. 

Berücksichtigen wir dieses unumstössliche Faktum, so 
scheint uns in die ganze etwas dunkle Angelegenheit durch 
eine einfache und naheliegende Annahme sofort Klarheit ge- 
bracht werden zu können. Wir wissen: Galilei selbst war 
zu der Zeit, wo er mit den Generalstaaten über sein Instru- 
ment korrespondirte, wohl kaum mehr fähig, mechanische 
Arbeiten vorzunehmen, er begnügte sich also wohl, eine ziem- 
lich rohe Zeichnung (dieselbe, die van Swinden nach den 
Akten wiedergiebt) nach Holland einzusenden. Andererseits 
war Galilei der Sohn kein selbstständiger wissenschaftlicher 


31) Frist, Elogio del Galileo, In Milano MDCCLXXV. S. 128 ff. 32) 
Van Swinden, S. 74 ff. 


Kapitel VII. 523 


Denker, dem man eine bedeutende Vervollkommnung des 
väterlichen Entwurfes zutrauen könnte — also ziehen wir 
den Schluss: 

Galileo Galilei hal seine Idee eines Pendel-Zeitmessinstrumentes 
nicht mehr selbst realisirt; er hat sich vielmehr begnügt, Beschrei- 
bung und Zeichnung desselben seinem Sohne Vincenz mätzutheilen. 
Derselbe hat dann nach diesen Anweisungen — vielleicht mit einigen 
unwesentllichen Verbesserungen — im Jahre 1649 ein Modell un- 
gefertigt, welches das zur Zeit in der Galilei-Tribüne zu Florenz 
befindliche ist. 

Ist diese Deutung, wie wir zu vermuthen allen Grund 
haben, die richtige, so wäre auch die Notiz von Poggen- 
dorff ®) entsprechend zu modifiziren, wonach Vincenz mit 
der Konstruktion einer Pendeluhr nicht zu Stande gekommen 
wäre. Erreicht hat er vielmehr sein Ziel allerdings, allein er 
hatte von vornherein kein so hohes im Auge, als man bisher 
annahm — er wollte nur der väterlichen Weisung gerecht 
werden. 

8. 10. Ehe wir weitergehen, müssen wir noch die etwas 
mysteriöse Angabe Becher’s aufzuklären suchen, welche mit 
unseren bisherigen Ausführungen in Widerspruch zu stehen 
scheint. Hiernach nämlich wurden Pendeluhren in Italien erst 
dann verfertigt, als man das Rezept aus Holland beziehen 
konnte, die von der Accademia del cimento- abgebildete Uhr ge- 
hört in diese Kategorie, und die unvollkommenen Versuche 
der beiden Galilei fanden keine Nachahmung. Dem tritt 
Becher, der berühmte und berüchtigte Chemiker, mit den 
Worten °*) entgegen: ‚‚Inventionem et introductionem illorum‘‘ — 
horologiorum — ,,‚Hugenius a Zulichem Hollandus sibi vendicat, 
edila de ejusmodi Horologiorum struclura et ratione deductione ad 
DDnn. Status Hollandicos, dä quibus privilegium obinde obtinuit ; 
deinde ad Regem Galliae, unde slipendium meretur; sed contradiecit 
ipsi comes Magalotli, Magni Hetruriae ducis ad Aulam Caesaris 
Residens, qui totam mihi hujus Horologü Historiam oretenus re- 
censuit, quam triennio circiter elapso mihi Auguslae Vindelicorum, 
defuncti Magni Ducis Heiruriae, hujus Pairis Horologiarius nomine 


33) Poggendorff, Biographisch-literarisches Handwörterbuch zur Ge- 
schichte der exakten Wissenschaften, 1. Band, Leipzig 1860. 8. 824, 
34) Becher, De nova temporis dimetiendi ratione, et accurata horologiorum 
constructione, theoria et eacperientia, Londini 1680. 8.7 ff. 
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Trifler similem narravit, et confessus est, se Magni Ducis jussu, 
et ejus Mathematici Galilaei a Galilaeis instinctu primum Florentiae 
Horologium pendulum confecisse, cujus exemplar in Hollandiam venit‘““. 

Mit Recht erklärt es van Swinden°?) verwunderlich, 
dass hier von Vincenz Galilei gar keine Rede sei. Denn 
von dessen Bemühungen musste Treffler, der mit ihm in 
der gleichen Stadt lebte, doch nothwendig Kenntniss gehabt 
haben, aber noch mehr: wir haben positive Belege dafür, dass 
beide Männer zusammen gearbeitet haben. Eine solche Beleg- 
stelle, von Nelli herrührend, haben wir bereits oben ($. 7.) 
angeführt; eine andere findet sich bei Frisi, welchen wir im 
vorigen Paragraphen zitirten. Derselbe fährt an der Stelle, wo 
wir damals der Deutlichkeit halber abbrechen mussten, fol- 
sendermassen fort: ‚Di piu sö trova ivi disegnata la macchina 
del 1649, e quel disegno non ha che fare coll’ altro, che s’e Irovato 
Ira li seritti del Viviani col nome di Giovanni Filippo Treffler 
d Augusta“. Ferner besass die Universität Pisa noch am Aus- 
sang des vorigen Jahrhunderts ein Uhr-Modell, welches nach 
Aussage Perelli’s, des dortigen Mathematiklehrers, von 
Treffler unter Aufsicht des jüngeren Galilei verfertigt 
worden wäre ®°), Es soll dieses Instrument durch Erbschaft 
von Viviani an seinen damaligen Aufbewahrungsort gelangt 
sein ?”). 

Da könnte man nun vielleicht zuerst auf den Gedanken 
kommen, diess von Perelli beschriebene Instrument sei kein 
anderes, als das jetzt in Florenz befindliche Original. So 
plausibel diess erscheint, so spricht doch dagegen das Wenige, 
was wir über die Beschaffenheit desselben aus einer Notiz von 
Tiraboschi°®) entnehmen: „Il! mecanismo pero ne € al un p0c0 
differente dell ugeniano, perche il molore del primo, in vece di un 
peso, ha una molla’, alcui dopo sono stato aggiunlto duo laminelti 
cicloidale‘‘. Nun glaubt freilich Brenna°”), man habe diese 
zykloidischen „Anhängsel“ erst bei einer viel späteren Ge- 
legenheit dem alten Modell angefügt, aber viel wahrscheinlicher 
dünkt uns die Vermuthung van Swinden’s?P), man habe es 
hier mit einer einfachen Nachahmung eines Huyghens’schen 





35) Van Swinden, 8. 79. 36) Perelli, Giornale letteraria di Pisa, 
Tome II. 8. 234. 37) Van Swinden, 8. 82. 88). Ibid. 8. 81. 39) 
Brenna in Fabroni, Vitae Italorum, Pisis 1778. Tom. I. 8. 77. 40) Van 
Swinden, 8. 83. 
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Vorbildes zu thun. Auch noch andere Gründe führt unser 
holländischer Gewährsmann an; zuletzt kommt er auf das 
Zeugniss Viviani’s zu sprechen, welches derselbe in einem 
Briefe an Magalotti*) abgelegt haben soll. Allein von 
Treffler erwähnt derselbe gar nichts, und auch, was er von 
Galilei’s Projekten mittheilt, bringt für uns nichts Neues 
bei. Wir glauben somit im Anschluss an van Swinden unser 
Urtheil dahin zusammenfassen zu dürfen: 

Die Nachricht, dass Treffier zusammen mit Galilei eine Pendel- 
uhr angefertigt habe, kann so gedeutet werden, als habe ersterer 
einfach das bekannte mehrfach erwähnte Florentiner Modell nach 
Vinzentius’ Zeichnungen zusammengeselzt; wahrscheinlicher aber 
ist es, dass eine wirkliche von Treffler nach niederländischem 
Muster konstruirte Pendeluhr mit leicht begreiflicher National- Eitel- 
keit ohne weiteres den beiden Galilei zugeschrieben wurde. 

$. 11. Die bisher von uns erörterten und wohl auch er- 
ledigten Fragen bezogen sich im Wesentlichen alle auf die 
Prioritätsrechte G alilei’s beziehungsweise seines Sohnes. Wir 
sind zwar schon dahin gelangt, uns ein abschliessendes Urtheil 
bilden zu können, wollen aber doch nicht versäumen, einige 
andere Stimmen zu hören. Wir befolgen dabei keine syste- 
matische Ordnung, sondern ziehen ganz einfach nach einander 
alle Quellen zu Rathe, die uns einigen Aufschluss gewähren 
können. 

Hier ist zuvörderst zu nennen ein Brief Fe nun schon 
mehrfach genannten Prinzen Leopold an Michel Angelo 
Ricci. Es heisst daselbst??) ‚‚Z’invenzione di trovare la longi- 





*) Wir haben den betreffenden Brief Viviani’s in der uns zu Gebote 
stehenden Briefsammlung Magalotti’s®') nicht auffinden können, und 
müssen demzufolge Tiraboschi’s Zitat für unrichtig halten. Von all- 
gemein wissenschaftlichem Interesse ist, beiläufig bemerkt, der 16. Brief, 
wo von Galilei’s Anschauungen über das Unendliche gesprochen wird 
und u. A, die Stelle #?) vorkommt: „I Cerchi divertan linee rette“. Wir 
wissen nicht, ob diese Auffassung der geraden Linie als eines Kreises von 
unendlich grossem Radius irgendwo vorher nachzuweisen ist, glauben- aber, 
dass Galilei’s mathematisch -philosophische Betrachtungen bei weitem 
noch nicht genug gewürdigt worden sind, 

41) Lettere familiari del Conte Lorenzo Magalotti, Parte prima, In 
Venezia MDOOXIX. 42) Ibrd. S. 254. 43) Lettere inedite di uwomini 
illustri, In Firenze MDCCLXXIU. Tomo I. S. 130. 
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tudine con il pendolo teoricamente ancora fu Trovala dal Sig. 
Galileo; ma il trovare il modo che il pendolo si adopri in mare 
senza la perturbazione del moto che dovrebbe avere uniforme a 
voler conseguire Tintenlo, questo non € stato trovato, e lo tengo 
per difficile, onde bellissima sara Tinvenzione, se praticabile lavra 
riconosciuta il Sig. Ugenio. Se VS. si compiacera farmi parte 
d’uno di que‘ libreiti del Sig. Pietro Guissoni mi sara carissimo“. 

Im Gegensatz zu seiner früheren hyperenthusiastischen 
Voreingenommenheit für seinen berühmten Landsmann, welche 
uns noch in seinem Briefe an Bouillau (s. o. $. 9.) entgegen- 
trat, sehen wir hier den geistreichen Fürsten bereits auf dem 
richtigen Wege. 

Anders freilich dachten andere Italiener. So sagt Tar- 
sioni-Tozzetti®?): „Fra i vantaggi che risultavano al Genere 
Uimano dat Collogij, che si degnava il Granduca tenere col Galileo, 
non fu il minimo quello dell’ Invenzione dell’ Orivolo a Pendolo, 
avanti al 1633; messa dipoi in pratica da Vincenzio suo Figlivolo 
fino del 1649“. Als Beweis muss wiederum die Erzählung des 
ohnehin etwas obskuren Treffler dienen. In dem nämlichen 
Werke heisst es an einer anderen Stelle®5): ‚‚Z’invenzione dell’ 
Orivolo a Pendolo, di cui Trattai cap. 100, viene piu chiaramente 
assicurato al Galileo, dal sequente passo di letiera di Nicolo Heinsio 
scritto a Carlo Dati“. Wie sehr das Auge dessen, der diese 
Worte niederschrieb, von Lokalpatriotismus umflort gewesen 
sein muss, wird dem Unbefangenen sofort klar, wenn er den 
authentischen Wortlaut jenes Schreibens dagegen hält*‘): ‚‚Con- 
venit me diebus proximis elapsis Christianus Hugenius, et narravil 
accepisse se Luletia literas, quae inventum Horologü a se editi 
Galilaeo vestro vindicarent, sancte lestatus ejus rei cum ignarissimis 
ignarum se fuisse. OQuod si ita res se habet, ea, qua par est in- 
genuitate puto agnoscet, et profitebitur hujus inventi gloriam primo 
Galileo deberi“. Daraus lässt sich doch höchstens ein günstiger 
Schluss auf Huyghens’ persönliche Ehrenhaftigkeit, nicht 
aber auf die Prioritätsfrage machen. 

Hiemit wären wir denn in den heftigen literarischen Kampf 


44) Targioni-Tozzetti, Atti e memorie inedite dell’ accademia del cimento 
e notizie aneddote dei progressi delle scienze in Toscana, 'Tomo I. In 
Firenze MDCCLXXX. 8. 100. 45) Ibid. S. 516, 46) Clarorum Bel- 
garum ad Ant. Magliabechium nonmullosque alios epistolae, Tomus I., 
Florentiae MDCCXLV. S. 235 fl. 
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hineingekommen, welcher sich sozusagen zwischen den Manen 
Galilei’s einer- und Huyghens andererseits abspielte und 
schon durch diess sonderbare Verhältniss einen ganz eigen- 
thümlichen Stempel aufgedrückt erhielt*). Zahlreiche Einzel- 
heiten, welche in einer zusammenhängenden Darstellung dieses 
interessanten Debattirens ihren Platz finden müssen, finden sich 
bereits im Vorstehenden da und dort eingestreut; diese selbst 
aber kann bei Van Swinden in aller nur wünschbaren Voll- 
ständigkeit nachgesehen werden. Das Interesse jedoch, welches 
sie bietet, ist mehr ein literarhistorisches; für die Sache selbst 
glauben wir alles erforderliche Material zusammengebracht zu 
haben, und halten uns für berechtigt, eine endgültige Ent- 
scheidung zu treffen. Dieselbe würde in nachstehender Weise 
zu formuliren sein: 

Die Leistung Galileo Galilei's bestand darin, ein gewöhn- 
liches Pendel mit einem Zählwerk in Verbindung zu setzen. Prak- 
tisch ausgeführt hat er dasselbe wohl kaum, vielmehr gebührt das 
Verdienst, diess gelhan zu haben, seinem Sohne Vincenz, der 
dabei möglicherweise vom grossherzoglichen Hofmechaniker Treffler 
unterstützt ward. Der schwache Punkt des ursprünglichen Galilei- 
schen Entwurfes jedoch, darin bestehend, dass menschliche Beihülfe 
die Uhr in Gang erhalten musste, war bei diesem ältesten. italie- 
nischen Modell sicher noch nicht überwunden. 

Andererseits scheint es, Irolz Van Swinden's gegentheiliger 
Versicherung, nicht absolut unmöglich, dass Huyghens, bereits 
von der Idee seiner genialen Erfindung durchdrungen, auf der 
ho’ländischen Admiralität Galilei's Entwurf gesehen und daraus 
neue Anregung geschöpft hatte. Allein gerade in dem Punkt, der 
Huyghens' Meisterschaft kennzeichnet, Erselzung der menschlichen 





*) In einer höchst sonderbaren Weise scheint Littrow den Prioritäts- 
streit sich zurechtgelegt zu haben, wenn er den Ausspruch thut 7): ‚Diese 
Entdeckung führte bald einen gelehrten Kampf zwischen Galilei und 
Huyghens herbei, und die Frucht dieses Streites war des letzteren be- 
rühmtes Werk: De Horologio Oscillatorio. Der zweite Theil beruht auf 
Wahrheit, denn allerdings waren die Verdächtigungen, die Huyghens 
entgegentraten, für ihn ein Sporn, seinem vorbereitenden Werk über den 
Gegenstand ein zweites abschliessendes nachfolgen zu lassen — aber wie 
wäre es zu denken, dass er, der bei Galilei’s Tod dreizehn Jahre zählte, 
mit jenem selbst in eine Polemik sich eingelassen hätte! 





47) Gehler’s phys. Wörterb. 2. Aufl. 9. Band. 8. 1112, 
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Mitwirkung durch eine Hemmungs-Vorrichtung, konnte er aus jener 

Vorlage nicht das Geringste entnehmen, und es ergiebt sich das 
Resultat: 

Wenn auch Galilei die Priorität der Idee, eines auf das 
Pendel basirten Zeitmessers gebührt, so kann doch andererseits der 
Anspruch, welchen Huyghens auf die Erfindung einer wirklichen 
Pendeluhr hat, von dieser Seite her in keiner Weise alterirt werden. 

$. 12. Von einer Seite her, so schlossen wir die bisherige 
Untersuchung, ist Huyghens’ Erfindungsrecht nicht gefährdet; 
wie aber verhält”es sich im übrigen? Diese Frage ist es, 
welcher wir uns jetzt zuwenden müssen; auch hier geniessen 
wir des Vortheils, uns auf Van Swinden’s Darstellung 
stützen zu können; aber gerade hier haben auch neuere For- 
schungen Manches zu Tage gefördert, was ihm noch unbekannt 
war und seinen Folgerungen als Ergänzung dienen kann. 

Wir haben oben ($. 10.) eine Aeusserung Becher’s an- 
geführt, welche die Erfindung der Pendeluhren von Huyghens 
ab auf Treffler beziehungsweise Vincenz Galilei leiten 
sollte. Allein damit noch nicht zufrieden zieht er das Zeugniss 
eines gewissen Caspar Doms aus Flandern an, welcher aus- 
gesagt haben soll, ‚se Pragae Rudolphi Imperatoris tempore a 
cel. ejus Mechanico ei Horologiario Justo BDorgen Horologium 
vibratorium confeclum vidisse“. Hiemit tritt sonach ein neuer 
Name auf, der des bekannten genialen Schweizers Jobst 
Bürgi*), der auch sonst in der Geschichte der mathematischen 
Wissenschaften (s. Kap. I. u. Il.) so vielfach mit Achtung ge- 
nannt wird**). | 

*) Es existirt wohl kaum in der neueren Geschichte eine Persönlich- 
keit, deren Name so viele Verketzerungen zu erleiden hatte, wie Bürgi 
— eine Probe davon haben wir soeben selbst gegeben. Nachdem nun 
Wolf‘) den bestimmten Nachweis geführt hat, dass alle Schreibweisen 
wie Borg, Byrg (diese Version hat auch der im Namenschreiben sonst 
höchst akkurate Hankel®°)) total unrichtig sind, sollten derartige Ver- 
stösse nicht mehr vorkommen. | 

*#®) Auch in der Erfindungsgeschichte der Logarithmen spielt Bürgi 
bekanntermassen eine nicht unbedeutende Rolle. Allein die hier und da 
sich findenden Angaben, denen zufolge er Napier direkt gleichzustellen 
wäre, dürfte nach der sehr eingehenden Kritik Matzka’s°®) nur be- 





48) Wolf, Johannes Keppler und Jost Bürgi, Zürich 1872. 49) Hankel, 
D20877 50) Matzka, Ein kritischer Nachtrag zur Geschichte der Erfin- 
dung der Logarithmen, Archiv d. Math. u. Phys. 34. Theil. 8. 341. 
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Diese mehr gelegentliche Aeusserung Becher’s scheint 
zuerst von Bailly aufgegriffen und dann auch nach diesem in 
Berthoud’s bereits zitirtes Werk!) übergegangen zu sein. 
Bailly fährt, nachdem er von Galilei’s Pendelinstrument 
gesprochen, mit Becher’s Worten fort°?): ‚‚dit de plus, qu'un 
nomme Gaspar Doms, Flamand, el mathematicien de Jean-Philippe 
de Schonborn, dernier electeur de Mayence, lui avoit raconte 
qWau temps de Vempereur Rodolphe (dest-ä-dire vers 1612), id 
avoit vu ad Prague une horloge a pendule, faite par le fameux 
Justus Borgen (Juste Birge), mathematicien et horlogeur de T Em- 
pereur, dont le grand Tycho-Brahe s’est servi dans ses obversa- 
tions astronomiques‘“. 

Mit Ausnahme der wenigen Belege, die wir soeben vor- 
führten, scheint vor Van Swinden’s Zeit die Literatur keine 
weitere Auskunft über diesen Punkt zu enthalten. Aber auch 
später blieb man beim Alten, und es möchte schwierig sein, 
in dem langen Zeitraum 1817—1874 neue Materialien aufzu- 
finden. Es ist das unleugbare Verdienst Wolf’s, ein neues 
Ferment in diese Stagnation gebracht zu haben, und seine Ver- 
öffentlichungen gewinnen ein um so höheres Interesse, als er 
im Gegensatze zu Van Swinden’s negativem Resultat die 
erste Konstruktion der Pendeluhr für seinen Landsmann vin- 
diziren zu können glaubt. Wir wollen zuerst einen Ueberblick 
über Wolf’s Untersuchung geben, dann aber auch seinem 
Gegner gerecht zu werden suchen *). 

$. 13. Die Bibliothek zu Kassel besitzt eine Anzahl Hand- 
schriften, welche von Rothmann, dem Hof-Mathematiker des 
astronomischen Landgrafen Wilhelm V., herrühren; dieselben 
waren zwar theilweise bereits früher beschrieben, aber erst 


dingte Richtigkeit behalten; leider scheint diese schöne Abhandlung nicht 
sehr bekannt zu sein. 

®) In unserer ersten Arbeit3) glaubten wir uns rückhaltslos zu W olf’s 
Ansichten bekennen zu dürfen, da uns damals Van Swinden’s er- 
schöpfende Untersuchung noch nicht bekannt war. Das Nachfolgende 
wird indess ergeben, dass des letzteren Umsicht hinlängliche Mittel zu- 
sammenbrachte, um selbst manche der von Wolf ganz neu aufgefundenen 
Beweisstücke zu entkräften, 


51) Berthoud, Tome I. 8.96 ff. 52) Bailly, Histoire de U’ Astronomie 
moderne Tome 1I., Paris 1785. 8, 372 ft. 53) Günther, 8. 22, 
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Wolf hat dieselben, gelegentlich seiner Vorstudien zu der ihm 
übertragenen Geschichte der Astronomie, einer gründlichen 
wissenschaftlichen Durchmusterung unterzogen. In einem dieser 
Manuskripte nun findet sich ein Kapitel, welches den Titel 
trägt: ‚‚Descriptio Instrumentorum, quibus ad nostras obversationes 
use sumus“. Hier beschreibt Rothmann zuerst die Winkel- 
mess -Instrumente, dann wendet er sich zu den Zeitmessern 
und fährt (nach Wolf’s Uebersetzung?)) fort: „Was nun aber 
unsere Uhren anbelangt, deren wir zu unseren Beobachtungen 
drei zur Hand haben, so wäre es zu weitläufig und mühsam 
dieselben zu beschreiben. Das aber wenigstens müssen wir 
erwähnen, dass die erste Uhr mittelst ihrer drei Zeiger nicht 
nur die einzelnen Stunden und Minuten, sondern auch die 
einzelnen Sekunden angiebt. Die Dauer einer Sekunde ist 
picht so sehr kurz, sondern kommt der Dauer der kleinsten 
Note in einem mässig langsamen Liede gleich. Die Unruhe 
(oder der Balancier) wird nicht auf gewöhnliche, sondern auf 
ganz besondere, neu erfundene Weise so getrieben, dass jede 
ihrer Bewegungen einer einzelnen Sekunde entspricht (,,Zibra- 
mentum est seu (si germanica vox graece reddenda est) &navuc 
non vulgari sed singulari el noviter invento modo hinc inde im- 
pellitur, singulumque ejus momentum exprimit secundum minutum‘‘). 
Auch diess ist schr eigenthümlich, dass, wenn der Sekunden- 
zeiger mit der Hand bewegt wird, sich auch zugleich Minuten- 
und Stundenzeiger um den betreffenden Betrag verschieben; 
das gleiche ist der Fall, wenn der Minutenzeiger bewegt wird, 
während bei Bewegung des Stundenzeigers die übrigen Zeiger 
an ihren Orten verbleiben. Der Sekundenzeiger hat auch einen 
eigenen Platz, während die beiden übrigen von demselben 
Zentrum ausgehen‘“. 

Wolf hält nun dafür, dass mit dieser Beschreibung doch 
wohl nur eine Pendeluhr gemeint sein könne, und bedauert nur, 
dass Rothmann aus Mangel an technischen Kenntnissen den 
eigentlichen Mechanismus nicht genauer angegeben habe. In- 
dessen könne kein Zweifel bestehen, was man sich darunter 
zu denken habe, ja es müsse sogar Bürgi als der erste Ent- 
decker des Synchronismus der Pendelschwingungen angesehen 


54) Wolf, Astronomische Mittheilungen, Vierteljahrsschr. d. Züricher 
nalurf. Gesellsch., Jahrg. 1873. S. 102. 
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| werden*). Diesem Beweisgrund glaubt dann Wolf einen 
zweiten noch gewichtigeren zur Seite stellen zu können; er 
setzte sich nämlich mit Professor Weiss in Wien in Verbin- 
dung, um durch seine Mitwirkung über eine angeblich von Bürgi 
herrührende Uhr dortselbst Auskunft zu erhalten. Derselbe über- 
zeugte sich nun allerdings, dass dieses Instrument keine Pendel- 
uhr sei, machte dabei aber eine andere interessante Wahrneh- 
mung, über welche wir seinen eigenen Bericht hören wollen °®): 
„Es entbält die Schatzkammer ausser der oben erwähnten 
Kunstuhr von Bürgi noch zwei andere: die eine sehr ähnlich 
gebaut (nur nicht so komplizirt, da sie einfach Stunden und 
Minuten zeigt, und erstere und Viertel schlägt) von Snee- 
berger in Prag aus dem Jahre 1606 (also wohl unter Bürgi’s 
Acgide gemacht), —.die zweite, welche in der Ornamentik der 
Sneeberger’schen fast gleichkommt, aber an der Unruhe 
ein vollkommenes kleines Pendel angebracht hat, dessen Linse 
sogar verschiebbar ist. Leider ist, soweit ich bis jetzt ermit- 
teln konnte, weder Verfertiger noch Jahreszahl genannt und 
auch aus dem Inventar der Schatzkammer nichts darüber zu 
ermitteln: für mich jedoch existirt, dem ganzen Charakter der 
drei Uhren gemäss, kein Zweifel, dass sie alle aus einer und 
derselben Zeit, nämlich jener, zu der Bürgı in Prag weilte, 
stammen“, 

Gestützt auf diese Thatsachen erklärt Wolf den Toggen- 
burger Mechaniker für denjenigen, der zuerst eine Pendeluhr 
wirklich konstruirte, ohne dass dadurch der Ruhm Huyghens’ 
als selbstständigen Wiedererfinders und Verbesserers beein- 
trächtigt würde. Der auf den ersten Blick etwas auffällig 
erscheinende Umstand, dass Bürgi von einer so bahnbrechenden 
Neuerung nicht die mindeste literarische Nachricht gegeben, 


*) Es wurde von uns bei einer anderen Gelegenheit55) darauf hin- 
gewiesen, dass Caramuel v. Lobkowitz des Isochronismus Erwähnung 
thut, ohne einen anderen Autor zu nennen; zugleich merkt er — ein 
Zeichen für seine auch sonst hervortretende Treue im Beobachten — an, 
dass diess nicht allgemein, sondern nur für Amplituden <’30° gelte, Hatte 
er erstere Thatsache selbst gefunden, oder scheute er sich als hoher 
Kirchenfürst, das Verdienst des Ketzers Galilei anzuerkennen? 





55) Günther, Die Vorgeschichte des Foucault’schen Pendelversuchs, 
Sitzungsber. d. Erlanger phys.-med. Sozietät, 5. Heft. S. 62. 56) Wolf, 
S. 104. 
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wird sehr plausibel dargelegt: Einmal habe derselbe, wie ja 
auch aus seiner Stellung zu seinen rein wissenschaftlichen 
Leistungen hervorgehe, sich nicht gern in dem Getriebe der 
Publizistik bewegt, andererseits habe sich ihm, der eben doch 
vorzugsweise praktischer Geschäftsmann war, die viel natür- 
lichere Gelegenheit dargeboten, durch Verschleiss seiner Pendel- 
uhren unmittelbar deren allgemeines Bekanntwerden zu bewirken. 

$S. 14. Van Swinden richtet seinen Angriff zuerst gegen 
die Hereinziehung Tycho de Brahe’s. Sehr berechtigt ist 
sein Skeptizismus in dieser Hinsicht; denn wer kann im Ernste 
glauben, dass der Mann, dem die gewaltige Ueberlegenheit der 
Pendeluhren doch gewiss klarer sein musste als irgend Jemand 
sonst, und der noch dazu seine Methoden und Instrumente 
besonders in den Vordergrund zu stellen liebte, von dieser 
eminenten Erfindung ganz geschwiegen haben soll. Wer nur 
einigermassen Tycho’s Charakter kennt, wird bezüglich der 
von ihm verwandten Uhr van Swinden’s’’) Urtheil unter- 
schreiben müssen: ‚Zr kan derhelve in dien tijd geen Slinger- 
Uurverk gezien geweest zijn‘“. 

Doch diess ist nur ein sekundärer Punkt. Was nun die 
Hauptfrage anlangt, so macht Van Swinden vier Annahmen, 
welche alle möglichst für die Priorität Bürgi’s sprechen. Es 
sind die folgenden: Caspar Doms hat wirklich eine Pendel- 
uhr zu Prag gesehen, welche der Ueberlieferung zufolge von 
Bürgi herrührte; dass diess zur Zeit Kaiser Rudolph’s 11. 
geschehen, ist dann leicht zuzugeben. All das soll sich wirk- 
lich so verhalten: ‚Maar daaruit volgt niet dat het er reeds 
eenen had, toen het gemaakt is worden“ °®), 

Um dieses Urtheil zu begründen, macht Van Swinden 
auf ein historisches Faktum aufmerksam, welches — sonst 
ganz unbemerkt geblieben — an sich betrachtet sehr glaublich 
erscheint, von ihm jedoch, wie nicht anders zu erwarten, diplo- 
matisch streng festgestellt wird. 

Die Uhrmacher des siebzehnlen Jahrhunderts halten die Ge- 
wohnheit, aus älteren Uhrwerken, ohne deren Aufschrift irgendwie 
zu ändern, die Unruhe herauszunehmen und sie durch ein Pendel 
zu ersetzen. 

Dass dem wirklich so war, erhellt u. A. aus einer eigen- 


I 
57) Van Swinden, 8. 87. 58) Ibid. 8. 82. 
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händigen Aufzeichnung Huyghens’, welche sich in einem seiner 
zu Leyden aufbewahrten Manuskripte findet. Er beschreibt 
dort die von Tycho de Brahe benützten Zeitmesser und fährt 
fort”): ‚„„Pendulorum nulla mentio. Horologio Dr. Kragü, Daniei | 
legati, inscriptus est Annus 1516 si bene memini. OQuod si illo 
Jam tempore Penduli usum reperisset Tycho, qui fieri potuisset ut 
toto 24 annorum spatio qui postea vixit (obüt enim Anno 1600*) 
mense Oclobri) nullum in suis scriptis inventi Tam egregü tamque 
exoptati mentionem fecerit. Jtaque existimo D. Kragü Horologio 
Tychonico Pendulum poslea adjunctum, idque ex induslria, ut 
videretur jam olim ia fabricatum esse“. Zu dieser Vermuthung 
fügt er dann die Bestätigung: ‚‚Alque ia se habere teslatus est 
cl. Romerus, cum e Dania Hagam Comitis venisset, ac se certo 
scire quando ita immutatum fuerit“. 

Auch noch an einer anderen Stelle seiner Aufzeichnungen 
kommt Huyghens auf den Gegenstand zurück; wir geben 
dieselbe hier wörtlich wieder, da sie ausser einer Bestätigung 
des Gesagten eine konzise Geschichte der ganzen Prioritätsfrage 
darbietet. Er sagt"): „„De Horologio Oscillatorio. Ouomodo primum 
invenlum ex hodometro? Conatus plurium praeripere cupientium, 
ut in Experimentis Florentinis. Post nostrum libellum in Italiam 
demissum figuras per Bullialdum Cardinali Mediceo missas: qua- 
rum Galilei alteram; sed difficili machinatione, ut non mirum non 
suscepisse. Hevelius sibi occoepit. Germanus quidam Ciniflo* — 
damit wird auf den Scheidekünstler Becher angespielt — ‚,vo- 
lebat Tychonem Brahe mihi praeivisse. Danus Legatus Craghe 
habebat vetus Horologium, neguaquam affabre elaboratum, cui Pen- 
dulum inerat, ei contenderat ita olim fabricatum fuisse. Sed et 
Roemerus, qui hic üter tum forte habebat, fraudem coarguit, optime 
se meminisse dicens a quo et quando Pendulum Ülud ipsum appen- 
sum fuerit‘“. 

$.15. Wollte man vielleicht auch geneigt sein, inHuyghen»’ 
eigenen Worten eine oratio pro domo zu erblicken, so genügt 
doch sicher das von ihm beigebrachte Zeugniss eines in jeder 
Beziehung so hoch stehenden Mannes, wie Olav Roemer, um 


*) Hier irrt sich Huyghens ein wenig; 'ITycho starb am 13, Oktober 
1601. 


59) Van Swinden, S. 134. 60) Ibid. 8. 166, 
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alle Zweifel zu beseitigen. Allein Van Swinden hat noch 
anderes Beweismaterial zu seiner Verfügung. 

Hieher gehört zuvörderst ein Schreiben Bouillau’s an 
Huyghens°!), in welchem von einer grossen Kunstuhr die 
Rede ist, welche die Familie Medicis im Jahre 1689 an 
ihrem Palaste zu Florenz anbringen liess. Aus der gegebenen 
Beschreibung geht mit Klarheit hervor, dass der Mechanismus 
der Uhr kein a priori planmässig festgestellter war, sondern 
nach und nach Abänderungen erlitt: die ursprünglich projek- 
tirte Räderuhr ward in eine Pendeluhr umgewandelt. Van 
Swinden bildet die Vorrichtung auch ab, um zu zeigen, dass 
das später eingehängte Pendel nicht eigentlich einen integri- 
renden Bestandtheil der Maschinerie hatte bilden sollen. 

Aehnlich muss offenbar auch gedeutet werden, was Car- 
cavi an Huyghens®?) schreibt: ‚‚Comme j’allois faire faire un 
Horloge de votre invenlion, je trouvais un honnele homme d’ Angou- 
leme, nomme M. De Bois-Morand, qui m'assura en avoir un chez 
lui il y a tres-longtemp, a-peu-pres de la meme facon, du moins avec 
un Pendule, qui fut fait environ lan 1615 ou 1616 par un Alle- 
mand, pour feu la Reine Marie de Medicis, quelle ne prit point 
point da cause de son depart d’Angouleme: et louvrier s’etant marie 
et decede quelque tems apres dans la meme ville, le Sr. De Bois- 
Morand la relire de ses heritiers, dont j ai cru devoir vous donner 
avis“. | 

Auch Leibnitz scheint diesen Kunstgriff der zeitgenössi- 
schen Mechaniker wohl gekannt zu haben. Bezeichnend dafür 
ist seine Bemerkung gegen seinen schottischen Öorrespondenten 
Burnet; nachdem er nämlich von den fruchtlosen Anstren- 
gungen derer gesprochen, welche dem grossen Harvey die 
Ehre seiner Entdeckung (des Blutumlaufes) zu Gunsten Anderer 
streitig zu machen sich bemühten, fährt er®?) fort: ‚Il en est 
de meme des Pendules: On m’a aussi monire des vieilles Horloges 
d’ Allemagne, apparamment d’une nature approchante de cette Hor- 
loge, que vous mandez Monsieur avoir ete trouvce dans une mine 
de Charbon d’Ecosse faite en lan 1627. Il y a meme des livres 
qui ont objecte cela a M. Huyghens. Mais ce que des artisans 
ont de cetie nalure etost sans le savoır el comme en latonnant; 
aussi ces Horloges n’ont jamais ete louees ni recherchees pour leur 


61) Van Swinden, S. 166. 62) Ibid. 8. 125. 63) Ibid. 8. 144, 
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exactitude. LInvenlion de M. Huyghens est une suite des decou- 
verles de Galilee‘“. 

Wie verhalten sich nun diesen Zeugnissen gegenüber die 
Postulate Wolf’s. Der erste der beiden Gründe, auf welche 
er sein Schlussurtheil stützte, kann offenbar an sich nicht als 
überzeugend gelten, da eben Rothmann nur in sehr ober- 
flächlicher Weise von der neuen Uhr seines Kollegen spricht. 
Durchschlagende Kraft gewann derselbe erst in Verbindung 
mit dem zweiten Beweisstück, den wirklich noch vorhandenen 
Pendeluhren aus Bürgi’s Zeit. Allein gerade dieser zweite 
auf den ersten Blick gewiss unanfechtbar erscheinende Grund 
scheint uns durch Van Swinden’s Recherchen aufs Bedenk- 
lichste erschüttert, und wenn wir auch nicht leugnen dürfen, 
dass durch Wolf’s Bemühung die alte Sage*) von Bürgi’s 
Priorität zu einer wissenschaftlich diskutirbaren Streitfrage 
erhoben wurde, so müssen wir doch sagen: 

Es ist zur Zeil absolut nicht festzustellen, ob Bürgi wirklich 
eine Pendeluhr verferligt habe; es ist vielmehr wahrscheinlicher, 
dass es nicht geschah, denn gerade Wolf’s Bemerkung, dass an 
der Unruhe einer von einem Schüler Bürgi's herrührenden Uhr 
sich ein Pendel angebracht findet, deutet darauf hin, dass man in 
einer späteren Zeit den älteren Mechanismus durch neuere Erfin- 
dungen zeitgemäss zu verbessern bestrebt war. 

$. 16. Die primitive Pendelvorrichtung, welche Galilei 
als Jüngling zu pathologischen Zwecken vorgeschlagen hatte, 
fand trotz oder vielleicht gerade wegen dieser Einfachheit, 
welche alle Fehlerquellen ausschloss, bei den praktischen Astro- 
nomen grossen Anklang. So berichtet Bailly®): „Zes Asıro- 
nomes se sont servis du pendule simple, pour mesurer avec plus 
d’exaclitude le temps de leur observations, avant meme quon en 
eut fait lapplication aux horloges. Om croit que le fameux Tycho 
Brahe la mis en usage: mais selon Sturmius, Riccioli a eie le 
premier qui se soil servi du pendule pour mesurer le temps: 


*) Berthoud’s oben angeführte Erzählung gehört noch ganz dem 
Bereich des Hörensagens an, und nicht viel besser ist es mit Bode’s 
Nachricht‘) bestellt: „Byrg kam 1600, also vor Huyghens, auf den 
Gebrauch der Penduln bei astronomischen Uhren‘. 


64) Bode, Astronomisches Jahrbuch von 1816. $. 100, 65) Bailly, 
Hist. de V’Astr. mod. Tome II. 8. 233, 
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Langrenius, Vendelin, Mersenne, Kircher, et plusieurs autres*) 
Vont suivi en cela‘“. 

Angesichts dieser Nachrichten darf man wohl ohne Weiteres » 
vermuthen, dass mancher unter diesen Gelehrten die Mühe, 
welche das beständige Anstossen und Zählen verursachte, durch 
Anbringung einer mechanischen Vorrichtung sich zu erleichtern 
versucht haben müsse. Von all den Genannten wissen wir 
nichts Bestimmtes; dass es aber geschah, ist nachzuweisen, 
und zwar ist dieser Versuch geschichtlich um so interessanter, 
weil er, zu einer, anderen Zeit unternommen, höchst wahr- 
scheinlich ebenfalls zur Erfindung der Pendeluhr geführt haben 
würde. | 

Der betreffende Astronom ist Johannes Hevel. Ver- 
besserung der Uhren war für ihn eine Lebensfrage, ihr wid- 
mete er unausgesetzt seine Aufmerksamkeit. Freilich stand 
er dabei anfangs auf keinem höheren als dem soeben gekenn- 
zeichneten Standpunkte, über den er sich nur langsam und in 
einzelnen Ansätzen zu erheben vermochte. Uebersichtlich ist 
dieser Entwickelungsgang von seinem Biographen Westphal”) 
beschrieben worden: ‚„Hevelius verliess die Federuhr ganz 
und bediente sich vom Jahr 1640 an eines frei schwebenden 
Pendels, weil er aus Galilei’s Gesprächen über das Welt- 
system erfahren hatte, dass die Schwingungszeiten eines Pen- 
dels gleich wären, es möchten die Bogen gross oder klein 
sein. Bei einer Mondfinsterniss im Jahre 1649 gebrauchte er 
z. B. ein Pendel, welches 43'!/, Schwingungen in einer Minute 
machte; diese Schwingungen wurden von Gehülfen gezählt 
und aus ihnen konnten, nachdem aus den gemessenen Höhen 
die wahre Zeit bestimmt war, die einzelnen Momente einer 
Sonnen- oder Mondfinsterniss hergeleitet werden. Indessen 





*) Unter diesen „Anderen“ verdient vor Allen Gabriel Mouton 
genannt zu werden, der in seinem Buche ‚De diametris apparentibus 
Solis et Lunae‘‘ die Oscillationen des Pendels benützte, um aus der Zeit, 
welche ein grösserer Himmelskörper im Gesichtsfelde verblieb, auf seine 
scheinbare Grösse zu schliessen. Seine desfallsigen astronomischen Be- 
schäftigungen leiteten ihn auch zur Erfindung neuer und einfacher Sum- 
mationsmethoden, worin er mit Leibnitz) zusammentraf. 


66) Gerhardt, Die Entdeckung der höheren Analysis, Halle 1855. S. 55. 
67) Westphal, Leben, Studien und Schriften des Astronomen Johann 
Hevelius, Danzig 1829. S. 61. 
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was das Zählen der: Schwingungen äusserst beschwerlich, und 
Hevelius brachte deshalb eine Vorrichtung in der Kugel des 
Pendels an, durch welche auf einem Zifferblatte ein Zeiger die 
Anzahl der Schwingungen angab“. Bei Gelegenheit eines 
ähnlichen Phaenomens vom Jahre 1654 beschreibt Hevel®%) 
selbst sein Verfahren und seine Mittel ganz kurz mit den 
Worten: „Hora verö 1 30", oscillationes perpendiculi, catenulae 
orichaleicae affixi, numerari coeperunt; quarum 2360 horam inle- 
gram, ei 39'/,, calculo ritE posito, minulum primum confecerunt.““ 

8. 17. Um eben die Zeit, als Hevel mit seinen Ver- 
suchen, die Zeitmessung durch das Pendel zu vervollkommnen, 
zu reussiren begann, trat er mit Huyghens in freundschaft- 
liche literarische Beziehung. Das Problem der Pendeluhr, das 
beide in hohem Grade interessirte, mag wohl in gegenseitigen 
Mittheilungen häufig ventilirt worden sein — jedenfalls gelang 
es des letzteren Genialität zuerst, die vorhandenen Schwierig- 
keiten zu überwinden. Als er mit seiner Erfindung im Reinen 
war, beeilte er sich seinem Freunde Nachricht zu geben; als 
aber auf diese Eröffnung keine Antwort einlief, scheint er 
ernstlich besorgt zu haben, sein Prioritätsrecht durch Hevel 
in Frage gestellt zu sehen. 

Aehnliches mochten seine anderen Freunde gemuthmasst 
haben; so schreibt Bouillau, der den wissenschaftlichen Ver- 
mittler zwischen Hevel und Huyghens gemacht zu haben 
scheint, unterm 9. Januar 1660 an diesen letzteren”): „Jai 
aujourdhui ecrit en Pologne a M. Des Noyers, secretaire de la 
Reine, qui est a Dantzig, ou loulte la coeur. de Pologne se trouve, 
et je le prie d’avertir M. Hevelius que vous allendez reponse de 
lui, el que vous vous elonnez de n’en avoir pas receu. Il est tres- 
lent a fawre reponse; jen altend de lui dÜ ya pres dun an“. 

Trotz dieser Entschuldigung des wohlmeinenden Bullial- 
dus scheint man im Huyghens’schen Kreise immer ge- 
spannter geworden zu sein; als auch spätere aus der Hevel'- 
schen Presse hervorgegangene Schriften die neue Uhr mit 
Schweigen übergiengen, liess sich Paget aus Dordrecht (29. 
Oktober 1665) gegen Huyghens vernehmen’®): ,‚‚Miror in 





68) Johannis Hevelii Dissertatio de nativa Saturni facie, ejusque 
vartetatibus, Gedani 1656. 8. 35. 69) Van Swinden, S. 116. 70) Ibid. 
S. 29. 


Günther, mathem.-histor. Untersuchungen. 
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üs quae A. 1662 edidit Hevelius nullam occurrere Horologü vestri 
mentionem: forsan in Cometographiä ejus se compotem faclum ejus- 
demgue usu adjultum profitebätur‘“. 

Glücklicherweise hatte man sich in Hevel getäuscht. In 
seinem Hauptwerke, der ‚Machina Coelestis‘“ giebt derselbe 
von seinen Erfolgen ausführliche Rechenschaft, zugleich aber 
auch Huyghens die gebührende Ehre. Er sagt zuerst”!): 
„Verum, nec in his tum temporis acquievi, sed animo tum volvebam, 
guomodo efficerem, ut dictum Perpendiculum, quod jam suas oscil- 
lationes et numerarel et ostenderet, a potentid quäadam vel extrin- 
secä, vel intrinsecd ultrö, absque omni manuum vi alque commotione, 
posset commoveri: sic enim hocce funependulum multo accuratius 
et absolutius reddi posse sperabam. (Quo aulem opus istud eo pro- 
clivius, ul putabam, succederet, 1oco funium, chordarum sive catenu- 
larum vectem subtilem chalybeum, haud usque, adeo crassum sex 
circiter pedes longum adhibui, cui dictum istud machinamentum in 
inferiori extremilate annexi. Hujus vectis altera extremilas superior 
super cardinem erat volubilis; Üla ul nonnisi in duas plagas Coeli 
observatas commoveri posset. At caetera pendula saepius ad lalera 
deviant, et nunguam ferme eundem semper tenent ductum. Hocce 
perpendiculum, ex iülo vecte chalybeo, et machinamento ilo con- 
structum, peculiari artificio eo deducere cogitabam, quo eliam sese 
ipsum absque ullis manibus, ut modöo dicebam,' possei commovere, 
alque in moltu conlinuo detinere,; sic ut non solum numerorum 
oscillationum, sed etiam horas, Min. et Secunda singula ostenderet. 
Al verö, cum hocce negolium jam ipso opere suscepissem, en ecce, 
Artifex et Authomalhurgus meus, alias in sud arte peritissimus, 
fato fungitur. Hincque coactus, cum nonnulla majorum meorum 
Instrumentorum, ulque Quadrantem, Sextantem et Octantem, non- 
dum omnimodö perfecerat, Socium ejus, nalione Suecum, hominem 
Rei Aulomatariae bene gnarum in domum meam recipere; quo ejus 
operd tam dicta Instrumenta, quam istud Perpendiculum feliciter 
ad finem perducerentur. Isto ütaque cum Sueco diclum Perpendi- 
culum: resumpsi, quo tandem et se commoveret, et temporum mo- 
menta, uli. diximus, sponle sud exaclissime commonstraret. Initio 
quidem Aultomatarius ile aegre admodum induci poterat (penitus 
nempe persuasus, id faclu vix esse possibüle) ut opus stud susciperet: 
ultamen, cum id serio urserim, meisque impensis tenlaverüm, tandem 


71) Hevelius, Machinae coelestis pars prior, Gedani 1673. S. 365. 
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manus, felicissimo etiam successu, operi admovit, ut in Horologium, 
absque tamen irrequielo, elalere, pyramide aequaloreä chordä huic 
circumvolutä vel catenula, solo videlicet pendulo, uno pondere, 
paucisque tantum rolulis dentatio concesserüt‘“. 

In die eigentliche Praxis trat die Erfindung nicht ein. 
Denn weiterhin heisst es’?): ‚Zodem fere tempore, dum ista duo 
Horologia cum pendulis sub manibus Artificis versabantur, necdum 
penitus erant absoluta (rarius enim Artifici a perficiendis praecipuis 
Organis Astronomicis ÜUlis majoribus, ad consummandum hocce opus 
vacabat) accidit, ut Celeberrimus et Imgeniosissimus Christianus 
Hugenius similia Horologia, pariter felicissima ausu, anno 1657 
adinvenerit, paullö quoque post, anno videlicet 1658 illud ipsum, 
maximo Jeei Literaride bono, delineatum evulgaverit, de quo ipsi 
maximopere gralulor. Nam praestantissimum hocce Inventum in- 
signe remedium omnibus nunc Automatis hactenus confectis praebet, 
atque mazimam inaequalitatem earum partem tollit; tam quae in 
libramentis, quam aziculis, plumulis atque rotulis delituerunt“. 

Fassen wir diese eigenen Angaben Hevel’s zusammen, 
so ergiebt sich uns naturgemäss Nachstehendes: 

Hevel halle, vom gewöhnlichen mathematischen Pendel aus- 
gehend, selbstständig den ersten Schrit gethan, welcher auch den 
beiden Galileis bei Konstruktion ihres Zählerwerkes gelungen war. 
Um überhaupt jede manuelle Beihülfe zu eliminiren, hatte er dann 
weiter in Gemeinschaft mit seinem Mechaniker umfängliche Vor- 
studien gemacht, welche denn auch mit Erfolg gekrönt waren und 
die Konstruktion einer wirklichen Pendeluhr in nächster Zeit er- 
warten liessen. Allein gerade, als die letzten Schritte zur Er- 
reichung dieses Zieles geschehen sollten, erhielt Hevel die Nachricht, 
dass in Huyghens’ Pendeluhr bereits Alles geleistet sei, was er selbst 
angestrebt hatte. Daraufhin scheint er das neue Instrument längere 
Zeit hindurch auf seine praktische Brauchbarkeit geprüft zu haben 
— daher sein anfängliches Schweigen gegen den Erfinder —, als 
aber diese Proben günstig ausgefallen waren, stand er nicht an, 
Huyghens’ Vorrechte ohne Rückhalt anzuerkennen. 

Im Wesentlichen gleichlautend spricht sich Van Swin- 
den’?) aus, und dass auch Huyghens selbst so dachte, geht 
mit Bestimmtheit aus seinen früher ($. 14.) erwähnten Worten 
hervor ‚‚Hevelius sibi occoepüt“. 


72) Ibid. S. 366. 73) Van Swinden, S. 98. 
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Hiermit sind wir zum Schlusse gelangt. Andere Bewerber 
um die Ehre der Erfindung, als die bereits genannten, giebt es 
nicht*). Jedenfalls wird man aus unserer Darstellung über 
die relativen Verdienste eines Galilei, Bürgi und Hevel 
gegenüber der vollendeten Leistung des grossen Holländers 
sich ein unparteiisches Urtheil zu bilden vermögen. 


Noten. 


I. Zu 8. 2. Als Beleg für die Ansicht, dass in der ersten Hälfte des 
fünfzehnten Jahrhunderts die Uhrmacherkuust immerhin schon eine ge- 
wisse Sicherheit erlangt haben müsse, liesse sich die von vielen Autoren 
uns überlieferte Thatsache betrachten, dass Kaiser Karl V. in selbstge- 
wählter Einsamkeit zwei Uhren zu gleichem Gange zu bringen versucht 
und aus der Unmöglichkeit, diess zu vollbringen, sich eine psychologisch- 
politische Nutzanwendung abstrahirt habe. In manchen uns zu Gesicht 
sekommenen Darstellungen, z. B. in dem bekannten Werke von Duller, 
wird der kaiserliche Eremit sogar mit Pendeluhren abgebildet, was 
freilich nach unseren Ergebnissen als ein fast komischer Anachronismus 
erscheinen muss. 

Interessant ist es, dass jene symbolische Vergleichung von Uhren und 
Menschenseelen erst seit Erfindung der Pendeluhr bewusst auftritt. In 
einem interessanten historischen Essai’”), der nur eigenthümlicherweise 
des Kaisers Karl gar keine Erwähnung thut, hat nämlich Berthold 
nachgewiesen, dass diess Bild zuerst bei Descartes, in dem uns ge- 
läufigen Sinne aber bei Geulinx vorkommt. Leibnitz, der ebenfalls 
darauf zu sprechen kommt, weist sogar direkt auf ein von Huyghens 
angestelltes Experiment mit sympathetischen Pendeluhren hin, 

I. Zu $S. 3. Zur Charakterisirung der Leistungen des Sanctorius 
führen wir das vertrauenswerthe Zeugniss Nelli’s an, der selbst wieder 
auf die Aussage eines Zeitgenossen des berühmten Arztes, Viviani’s, 





*, Van Swinden’) bemerkt allerdings: „Hook schint ook in dien 
tijd een middel witgevonden te hebben om de beweging van Slingers bestendig 
te doen zijn, doch tet was geene toepassing van den Slinger aan een Uur- 
werk. Velen schijnen roud gedwaald te hebben‘‘. Allein diess scheint sich 
nur auf die Anbringung der sogenannten Spirale zu beziehen, welche von 
Einigen”®) dem Huyghens, von Anderen) dem Robert Hooke zu- 
gesprochen wird. 


74) Ibid. S. 40. 75) Berthoud, Tome 1. S. 91. 76) Whewell, Ge- 
schichte der induktiven Wissenschaften, deutsch von Littrow, 2. Theil, 
Stuttgart 1840. S. 57. 77) Berthold, Leibnitz und das Uhrengleichniss, 
Monatsber. d. kgl. preuss. Akad. d. Wissensch. S, 561 ff. 
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sich beruft, Nelli schreibt”): Vincenzo Viviani nella vita del Galileo 
pag. LII. attesta, che il Galileo suo Maestro fu il primo ad osservare nel 
Pendolo V’Isocronismo de’ Tempi, e che avanti ad ogni altri si valesse del 
medesimo per la Mediceina, ad oggetto di misurare la maggiore, 0 minore 
veloeita de polsi. Esso non adduce alcun documento, che il primo ad 
usare il Pendulo denominandolo Pulsilogio, fosse el Santorio, il quale nel 
suo Libro intitolato ‚„Methodi vitandorum errorum omnium, qui in arte 
Medica contingunt‘“ stampato per la prima volta in Venezia nel 1603, a 
carte 109 serive „Pro qua cognitione exacte et cito comparando instru- 
mentum Pulsilogium invenimus, in quo motus, et quietes arteriae quisque 
poterit exactissime dimetiri observare, et firma memoria tenere, et inde 
collationem facere cum pulsibus praeteritarum dierum. Eahibet instru- 
mentum omnes aequalium motuum differentias etc.“ Dal qual passo si 
rileva, che prima di qualungue Autore il Santorio publico Vuso, che poteva 
farsi in Medicina del Pendulo. E’ bensi da riflettersi, che vl Galileo si 
portö a leggere le Matematiche nello studio di Padova fino dell’ anno 1592, 
e che di quel tempo doveva aver fatta conoscenza coll’ istesso Santorio pure 
Professore di quell’ Universitä. E’ comunemente nota Vaffabilita del Fio- 
rentino Filosofo, la tenue stima, che faceva delle tante sue scoperte, e la 
liberalitä, colla quale le comunicava ai swoi conoscenti, onde vi sarda al- 
meno una probabilita, che il Santorio avendo sentita dal Galileo narrare 
questa sua scoperta, se l’appropriasse, e se ne facesse W’Autore, conforme 
fece del Termometro, lUinvenzione del quale, come sara dimostrato in 
appresso, appartiene al Divino Galileo. Conviene qui notare, che nella 
poc’ anzi notata opera del Santorio impressa mel 1603, non si parla d’altro 
strumento, che del Pulsilogio, e per niente si fa menzione del Teermometro, 
onde in quest’ anno il Santorio non aveva inserito nelle sue opere questo 
strumento, conforme fece succesivamente in quello, che stampo nell’ anno 
1612. E’ ancora da reflettersi, che il Galileo non avendo esercitata la 
Medicina pratica posa stima aveva fatta della sua scoperta di’ valersi del 
Pendulo, perosservare la maggiore, 0 minore velocita de’ polsı“. 

Diese Zeilen sind von der den Verfasser beseelenden Galilei-Ver- 
ehrung vielleicht etwas gar zu sehr beeinflusst, Soviel aber scheint 
sicher, dass Sanctorius’ Zeitzählwerk eher unvollkommener als voll- 
kommener denn dasjenige Galilei’s war und keinenfalls auf den Namen 
einer Pendeluhr Anspruch machen konnte. 

III. Zu$.6. In unserer Darstellung der Beziehungen zwischen Galilei 
und der batavischen Republik ist ein Punkt nicht ganz aufgeklärt. Wir 
erfuhren zwar, dass seine vorläufigen Vorschläge den Beifall der nautischen 
Experten nicht gefunden hatten, aber trotzdem nimmt dem Anscheine 
nach die Korrespondenz ein gar zu abruptes Ende. Es ist uns unbekannt, 
ob dieser Punkt schon Anderen aufgefallen ist; Jedenfalls scheint uns eine 
neuere Publikation, welche wir Reusch in Bonn verdanken, einiges Licht 
in die Sache zu bringen. 





78) Nelli, Vita e commercio letterario di Galileo Galilei, nobile e 
patrızio Fiorentino, matematico e filosofo sopraordinario de gran duchi 
di Toscana Cosimo e Ferdinando II, Losanna 1793. S. 31 ff. 
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In dieser Arbeit, welche auch durch ihre konzisen Uebersichten über 
die neueren von ‚Gherardi, Martin, Cartor, Wohlwill u, a. an- 
gestellten Galilei-Forschungen Interesse bietet*), weist nämlich Reus ch”) 
an der Hand authentischer Aktenstücke nach, dass diese Korrespondenz 
des Verbannten von Arcetri mit den haeretischen Niederländern Anstoss 
in Rom erregt habe. Als nun wieder eine neue Sendung aus Amsterdam 
eintraf, verweigerte Galilei die Annahme, die Kurie belobte ihn wegen 
seines Gehorsanıs, und der Verkehr, welcher möglicherweise für die För- 


derung der maritimen Astronomie noch wichtige Früchte getragen hätte, 


fand ein rasches Ende. 


IV. Zu 8. 16. Wir erwähnten, dass in dem Zeitraum, welcher zwischen 
Galilei und Huyghens liegt, viele Versuche angestellt wurden, das 
primitive Zählwerk des Ersteren in einen wirklichen Zeitmesser umzu- 
wandeln, dass aber keine derartige Verbesserung mit Huyghens’ Erfin- 
dung zu vergleichen sei. Wie Bailly (s. 0.) bemerkt, bestätigt das ein 
Kenner der physikalischen Technik jener Zeit, Johann Sturm, mit den 
Worten): „Ad Pendula seu Perpendicula Ohronometra sermonem con- 
vertimus, instrumenti gemus simplieissimum, et utilitatis tamen ineredibilis 
(ut post dicenda docebunt) sive ipsa immediate adhrbeantur ad mensuranda 
tempora, quod primum fecerant Ricciolus eumque secuti aligui etiam co- 
natuum ejus ignari, Langrenus, Vendelinus, Mersennus, Kircherus et alüi 
quam plurimi, swe Automatis Horologiis applicata eis desideratam hactenus 
perfectionem et aequabilitatem concilient, quod paucis abhine annis Cele- 
berrimi Hugenii industria praestitum‘“, 


V. Zu 8.16. Zu den in der vorhergehenden Note erwähnten Männern 
muss der Böhme Marek hinzugerechnet werden, von dessen hier in Frage 
kommendem Werke°!) uns kürzlich Studnicka eine ausführliche Analyse 
gegeben hat°‘®). Interessant ist schon die Analogie, welche zwischen seinem 
Probleme „Regulam construere ad celeritatem et tarditatem pulsuum absque 
errore metiendam“ und ähnlichen Bestrebungen des Sanctorius hervor- 
tritt. Worin das „pulsilogium‘‘ dieses letzteren eigentlich bestanden habe, 
ist allerdings, wie wir sahen, nicht völlig aufgeklärt; jedenfalls kommt 


*) Nur Friedlein scheint etwas zu kurz gekommen zu sein; gerade 
weil seine Anschauungsweise ihm eine ziemlich isolirte Stellung zuwies, 
wäre eine Besprechung beziehungsweise Widerlegung seiner Sätze erwünscht 
gewesen. 


79) Reusch, Der Galilei’sche Inquisitionsprozess, Sybel’s Historische 
Zeitschrift, 17. Jahrg. 3. Hft. 80) J. 8. Sturm, Collegium experimentale, 
sive curiosum, Norimbergae MDCLXXVI. S: 127 81) J. M. Mareci, De 
Proportione Motus seu Regula sphygmica. Ad celeritatem et tarditatem 
pulsuum ex vllius motw ponderibus geometricis librato absque errore metien- 
dam, Pragae MDCXXXIX. 82) Studnicka, Ueber Marcus Mareci und 
seine Schrift „De proportione motus“ überhaupt und die Gesetze des 
elastischen Stosses insbesondere, Prager Berichte, 9. April 1875. 
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die ungefähre Vorstellung, welche sich Schwenter®”*) von demselben 
macht, ganz auf das sphygmatische Monochord Marek’s hinaus. „Daran 
schliesst er“ — fährt Studniika (a. a. O.) fort — „als Parergon fol- 
gende mechanische Aufgabe: Problema. Horologium construere, quod suwo 
motu tempus numeret divisum in partes minores, quam tertias unius secundi, 
worin er die Pendelbewegung als Zeitmesser benützt“. 

VI. Zu 8. 17. Erst nach Beendigung unserer Arbeit wurden wir darauf 
aufmerksam, dass bereits zwei auf das nämliche Ziel gerichtete Bearbei- 
tungen vorlägen. Die eine italienische rührt von Veladini her und ist 
1854 in den Sammlungen des lombardischen Instituts erschienen , die 
andere hat den Franzosen Bouquillon zum Verfasser und ist in den 
vom „Uonservatoire des arts et metiers‘‘ ausgehenden Publikationen nieder- 
gelegt. Beide Abhandlungen sind schwer zugänglich, aber glücklicher- 
weise hat Alberi in seinen Supplementen zu der von ihm besorgten 
Ausgabe der Galilei’schen Werke einen genauen Ueberblick über die 
Resultate beider Historiker gegeben *). 

Es ist nicht zu leugnen, dass diese Resultate im Wesentlichen ganz 
mit den unsrigen übereinstimmen; auch eine natürlich nahezu identische 
Zeichnung des Florentiner Zeitmessers findet sich vor. Allein auch nach- 
dem wir nunmehr’ diese uns bisher unbekannt gebliebenen Fakta in Er- 
fahrung gebracht, glauben wir gleichwohl durch unsere Darstellung des 
Galilei-Huyghens’schen Prioritätsstreites nichts Unnützes geleistet zu 
haben, denn erstens waren jene beide Abhandlungen, wie auch Alberi’s 
Zusammenstellung, in Deutschland gewiss noch wenig bekannt, und zwei- 
tens dürften sich im Vorstehenden immerhin auch einige neue Momente 
finden. 

Nur in Einem allerdings hochwichtigen Punkte weicht Veladini 
von der durch van Swinden und uns vertretenen Auffassung ab. Als 
echter Italiener und Verehrer des nationalen Heros kann er sich bei dem 
immerhin unvollkommen ausgefallenen Versuch Galilei’s nicht beruhigen ; 
für ihn unterliegt es keinem Zweifel, dass Galilei doch noch das so 
heiss erstrebte Ziel der gänzlichen Beseitigung menschlicher Hülfe erreicht 
habe, und da die Berichte nichts darüber melden, so hilft er durch eine 
allerdings sehr geistreiche „Divinazione‘ dem Mangel der Geschichte 
nach. Dass Galilei die in ihrer Genialität so überaus bequeme Anker- 
hemmung von Huyghens bei seinem Zählwerk nicht wohl zur Anwen- 
dung bringen konnte, leuchtet ein; Veladini legt sich demgemäss die 
Frage vor, durch welche Art von Hemmung in diesem konkreten Falle 
der betreffende Zweck erreicht werden könne®), Seine Idee ist nun 
diese: An dem Dorne Galilei’s befindet sich ein Ansatz, welcher etwa 
in der Mitte des bezüglichen Zahnrades eine andere Zunge treffen kann, 
und diese ist wiederum auf der dem Aufhängepunkt des Pendels diame- 





83) Schwenter, Deliciae Physico-Mathematicae, Nürnberg 1636. S. 415 ff. 
84) Alberi, Dell’ orologio a pendolo di Galileo Galiler e di due recenti 
divinazioni del meccanismo da lwi imaginato, Opere de Galileo Galilei, 
Supplemento, Firenze 1856. S. 331 ff. 85) Ibid. S. 342, 
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tral gegenüberliegenden Seite des Zahnrades an einem Zapfen befestigt. 
Dieser nämliche Zapfen aber lässt eine eigene Kralle in den gezackten 
Rand des Stirnrades eingreifen, und so könnte allerdings ein gleich- 
mässiger Gang ermöglicht werden, wenn wir uns noch die nöthigen Ge- 
wichte hinzudenken, | 

Diese Divination des italienischen Autors macht ihm selbst gewiss 
alle Ehre, aber historische Berechtigung hat sie nicht. Denn dem ein- 
zigen plausiblen Grunde, der sich für diese letztere anführen liesse — 
dem Umstande, dass der gezackte Rand des Stirnrades im Galilei’schen 
Modell hiedurch erklärt würde — stehen mit allzugrossem Gewichte die 
sämmtlichen zeitgenössischen Quellen gegenüber, deren absolutes Still- 
schweigen in dieser Richtung sicherlich seinen guten Grund hat. 
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Peletarius (Peletier) 11. 

Perelli 324. 

v. Pessl 204. 264. 266. 

Petricovius 87. 

Peurbach 108. 109. 

Pezenas 279. 

Pfaff (C. H.) 284. 

Pfaff (J. F.) 283. 284. 

Pfeiffer 148. 165. 

Philipp (von Hessen) 116. 

Pıhan 97. 

Planudes (Maximus) 101. 194. 195. 
207; 

Plato 290. 

Plücker 136. 

Pözinger 290. 

Poggendorff 21. 101. 271. 284. 304. 
309. 323. 

Poignard 234. 239. 240. 259. 

Poinsot 23. 29. 32. 34. 38. 39. 48. 
51. 52. 54. 55. 56. 57. 58. 59. 60. 
61.-62. 63. 64.66, .68.°70. ar. 
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Polybius 87. 

Praetorius 116. 132. 

Psellus 194. 

Ptolemaeus 30. 98. 101. 109. 301. 

Puiseux 136. 165. 171. 172. 173. 175. 
176..377180.. 18:2. 


"Pythagoras 1. 2. 


Namen-Index, 


Quetelet 114. 
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Rallier des Ourmes 234, 248. 

Ramler 186. 

Ramüs 12:13:14: 2 
220. 

Realis 313. 

Recorde 116. 

Regiomontanus 2. 3. 

Reisch 10. 

Reiss 59. 

Reitlinger 27. 

Remmelin 229. 230. 

Reusch (F. E.) 89. 90. 

Reusch (F. H.) 341. 342. 

Reuss 252. 269. 

Rheticus 110. 

Rhind 95. 

Ricei 325. 

Riecioli 335. 342. 

Riemann 44. 54. 171. 179. 180. 159%, 

Riese 218. 219. 232. 

Rixner 14. 27. 

Rocolet 312. 

Römer 333. 

Rohlfs 251. 


1.) 
. 


23. Bil 


108. 109. 110. 


van Romen (Adrianus Romanus) 29. 


87. 115. 
Roth 229. 
Rothmann 329. 330. 335. 
Rudolph II. 328. 329. 332. 


Salmon 181. 

Sammonicus 213. 

Samuel 301. 302. 

Sanctorius 310. 311. 340. 341. 342. 


Sauveur 234. 243. 244. 245. 246. 253. 


260. 261. 263. 
Schellig 90. 
Schering 91. 
Schiel 298. 
Schleupner 118. 134. 
Schlömilch 128. 135. 151. 
Schöll 296. 
Schönborn (Erzbischoff) 329. 
Schönemann 82. 
Schoner 109. 
Schott 234. 268. 
Schröder 68. 69. 
Schumacher 50. 


Schwarz 94. 293. 294. 297. 298. 299. 


300. 301. 302. 303. 306. 307. 
Schwenter 17. 229. 249. 343. 
Schwerd 90. 

Seidelin 54. 
Serret 178. 181. 
Setonus 114, 
S’Gravesande 143. 
Siber 14. 217, 


110. 
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Simon Jacob 118. 
Simson (Rabbiner) 304, 
Simson (Robert) 53. 
Slonimskı 293. 294. 300. 301. 302. 


306. 307. 

Sneeberger 331. 

Sohucke 5. 152. 243. 277. 

Sparagna 1. 57. 100. 

Spinola 229. 

v. Staudt 56. 

Steinhauser 82. 53. 

Steinschneider 108. 292. 293. 295. 306, 
307, 

Stern (M.) 109. 478. 

Stern (W.) 294. 304. 

Stevin 114. 115, 116, 

Stifel 32. 110. 130. 131. 218. 220. 221. 
223.200: 221.2225.70292.233; 6 
242. 251. 255. 258, 259. 

Stirling 143. 153. 154. 

Strauss 12. 

Studnicka 342. 3483. 

Sturm 335, 342. 

Suter 109. 

van Swinden 11. 308, 317. 320. 321. 
3222 3248 325..3273287 7323 332 
3332334. 8302 3321. 8392 340.913, 

Sybel 342. 
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Targioni-Tozzetti 326. 

Tartaglıa 53. 220. 

Taylor 177. 182. 184. 

Terquem 29. 35. 58. 59. 62. 63. 

Theodorus 196. 

Theon 99. 100, 101. 102. 

Thibaut 271. 

Thomas (Aquinas) 305. 

Thompson 262. 263. 

Tiraboschi 324. 325. 

Titze 194. 

Treffler (Trifler) 317. 322. 324. 325. 
326, 327. 328. 

Tycho de Brahe 87. 309. 329. 232. 
333. 335. 


Unferdinger 83. 


Valson 66. 
Vandermonde 55. 
Vauban 88. 
Veladini 343. 
Victorius 97. 
Vieth 89. 251. 
Vieta 137. 187. 
Vincent 188. 

St. Vincenz (Gregorius a) 273. 
Vivianı 324. 325. 340. 

Vogt 317. 

Vorsterman van Oyen 18, 


56, 
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Wackerbarth 272. 273. 274. 288. 
Wallis 5. 108. 114. 

Walter 309. 

Wargentin 271. 

Whewell 243. 310. 

Weidler 306. 

Weiss 331. 

Wendelin 336, 342, 

Wenzelides 269. 270. 

Wertheim 181. 

Westphal 336. 

Wiegleb 89. 

Wieland 186, 

Wiener 36. 39. 57. 61. 77. 78.79. 83. 
Wilhelm V,. (von Hessen) 329. 
Wing 110. | 





Namen-Index, 


Wingate 110. 


ı Wiszniewski 86. 
| Wöpcke 113. 


Wohlwill 342, 

v. Wolf (Chr.) 101. 187, 286. 288, 

Wolf (J. C.) 301. 

Wolf (R.) 84. 132. 137. 328: 329.330: 
31.930, 

Wausinuski 87. 


Zeissberg 86. 
Ziegler 2. 108. 
Zöllner 313. 
Zuckermandel 258. 
Zunz 304, 


259. 


Berichtigungen und Zusätze. 


S.2 2.2 v. u. statt Copernicus ]l. Columbus. 

S, 202.8v. u, statt „keine mehrfachen“ 1. „keine mehr als zwei- 
fachen‘“. 

S. 29 Z, 7” v. u. nach „dass“ ergänze: „natürlich nur für die Ord- 
nungszahlen < 15, auf die er sich beschränkte“. 

8.43 Z. 16 v. o. nach ‚„‚summire‘‘ ergänze „algebraisch“, 

8.462. 1und3v o. statt 9 l.q. Z.15.u.17 v. u. statt Ordnungs- 
zahl 1. Artenzahl. 


Berr727 17V, u statt 3 l. SR 
2 5) 


ad 


S, 58 Z. 18 v. o. statt „erniedrigt“ 1, ‚‚erhöht“. 

S. 72 Z. 18 v. u. l. „den Bestandtheilen 1 (ohne inneres Fünfeck) und 
4 der Koöffizient 1, dem Bestandtheil 2 der Koöffizient 2, dem Bestand- 
theil 3 der Koäffizient (— 1) zukommen“. 

S. 732.9 v. o. statt vier l. sechs. 

S. 80 Z. 14—17v.o. Die Fassung der Regel könnte zu dem Missver- 
ständniss verleiten, als ob lediglich vom Perimeter einer einzelnen Zelle 
deren Vorzeichen abhänge, und substituiren wir deshalb folgende: „Ge- 
hört eine beliebige Flächenzelle als Theil zu einem grösseren Flächenstück, 
von dem lediglich das äussere bezüglich innere Ufer schattirt ist, so erhält 
dieselbe das positive resp. negative Zeichen. Eine Zelle, deren Perimeter 
(entsprechend fortgesetzt) theilweise zu einem positiven, theilweise zu einem 
“ negativen Flächenstück gehört, muss folgerichtig gleich Null gesetzt wer- 
den“, Eine Reihe vortrefflicher Uebungsbeispiele zur Anwendung dieser 
Regel enthält übrigens Cremona’s von Curtze übersetztes Werk ‚‚Ele- 
mente des graphischen Caleuls“, Leipzig 1875 (S. 11—17). 

8. 83. Die von Muir gefundene und im Texte wiedergegebene Relation 


Il m —= Vp ist nicht eigentlich neu, sondern, wenn auch allerdings in we- 


sentlich anderer Formulirung, auf Gauss zurückzuführen (Werke ed. 
Scheriug, 2. Band, S. 26). 

S. 88 2. 13 v. o. statt Jamitzer l. Jamnitzer. 

S. 102. Neben Al Kalsadi wäre auch noch Abul Wafa aus Djouein 
hier zu nennen gewesen, welcher nach Marre (Bull. Bonc. Tomo VII, 
5. 269) bei Auflösung einer linearen Textgleichung die Unbekannte in der 
Form 

1 

1 a 

1 a > 
34 = 2 
darstellt, ganz ähnlich wie Nicomachus im 6. Probleme seiner elcayoyn 
aeıduntınd (ed. Hoche) 


1 
ur: 


x == 


ji 
u: 
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setzt. Auch der Byzantiner Pediasimus benützt die aufsteigenden Ketten- » 
brüche bei Divisionen (Friedlein, Die Geometrie des Pediasimus, 
Ansbach 1866, S. 19). 

S. 112 Z. 11 u. 13 v. u. zwischen den Klammern statt — 1. +. 

S. 116 unterste Zeile statt Vol. 1I. 1. Vol. VII. und dann: Ibid. S. 9, 
Ibid. S. 304, Ibid. S. 306, 

S. 132. 2. 18.v. u. statt Burgi l. Bürgi. 

3..185. 2, 12’v..n..statt 20 1.221. 

S. 139 2.4 v. o. nach „Drehung“ ergänze: „und mache den Punkt 
zum Mittelpunkte einer neuen“; Z. 6 1, „Anfangs- und Endlage‘“, 

S. 152. Zu der hier ausgesprochenen Vermuthung, Newton habe sein 
Parallelogramm auch in die Kurventheorie hineingetragen, ‚scheint sich 
auch Baltzer (Leipziger Berichte 1873, S. 27) zu bekennen. 

8.176 2.7 v0. stell Un], M 

S. 182 Z. 18 v. o. nach „Differentialquotienten von y“ ergänze: ‚„„mul- 
tiplizirt mit (z)r“, 

.195 2.20 v. o. das zweitemal statt Moschopulos 1. Moschopolos., 
22082. 8 ve 0, satt 12 9:ERF0124/ 
. 231 2. 18 v. u. statt „beanspruchen“ ]. „beeinträchtigen“. 

244 2.2 v. u. statt „cursiva“ 1. „euriosa“. 

252. Z. 14 v. u. statt Brandes |. Muncke. 

. 259. Die Art und Weise der Bestimmung des Mittelfeldes kann man 
der in unserer Aufzählung unerwähnt gebliebenen Abhandlung ‚Solution 
d’un probleme d’arithmetique‘‘ von Lionnet entnehmen (Annal. de mathem, 
par Terquem et Gerono, T. II., S. 446). Nachträglich sei bemerkt, dass 
eine in der Notiz „Verschiedene mathematische Bemerkungen und Auf- 
gaben‘ von Clausen (Archiv d. Math. u. Phys. 21. Theil, S. 97) gestellte 
Frage bezüglich der magischen Quadrate einfachster Natur in den Ent- 
wickelungen der $$. 19 ff. ihre Erledigung findet, 

S. 261 2.3 v. u, statt Koschanski ]l. Kochanski. 

S. 263. 2.3 v, o. statt 87 46 45...:1.3746 45... 

S. 265 Z. 6 v. u. ist das Wort „schattirten‘‘ zu streichen. 

S. 268 Z. 11 vu. statt „du 1. „de“. 


n? n? 
8.270 2.4 v. 0, statt — 1. 2) 


5 829-2. 1% oratatt 119:5,5122, 
S. 330 Z. 1 v. o. nach „zu der ihm“ ergänze: „von der historischen 


NNMAMnn 


Kommission“. 


Die Lehre vom Newton’schen Parallelogramm etc, wird in den wäh- 
rend des Druckes dieses Werkes im gleichen Verlage erschienenen Vor- 
lesungen von Clebsch ausführlich abgehandelt und zwar mit Beifügung 
einer wenn auch kurzen so doch sachgemässen historischen Einleitung; 
immerhin wird die dortselbst gegebene streng dogmatische Darstellung 
unsere historisch-genetische Entwickelungsskizze nicht überflüssig machen, 
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